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Kapitel 1

Vorbereitung

Im Folgenden sei k ein algebraisch abgeschlossener Kérper mit char k& = 0. Sofern
nicht anders angegeben sind alle Lie-Algebren und Vektorrdaume sind iiber k& und
endlichdimensional.

1.1 Notationen und Grundlagen

Fiir einen Vektorraum V sei GL(V') die Gruppe der k-linearen Automorphis-
men von V und fiir eine Lie-Algebra g ist Autg die Gruppe der Lie-Algebra
Automorphismen von g. Das Zentrum von g ist

Z(g) ={X €g]|[X,Y] =0 fir alle X,Y € g}
und fiir zwei Ideale I, J C g ist
[I,J] :==span, {[X,Y] | X € I.LY € J}.

rad g ist das Radikal von g, d.h. das eindeutige maximale auflésbare Ideal
von g. g heif3t halbeinfach wenn rad g = 0. g ist genau dann halbeinfach, wenn
g=1 @ - @I, fur einfache Ideale I,...,I, C g. It g halbeinfach so ist
Z(g) =0 und [g,g] = 0.

Fiir B € M,,(k) ist

Gp={S € GL,(k) | STBS = B}
eine Untergruppe von GL,, (k),
g ={Acgl,(k)| ATB+ BA =0}

eine Lie-Unteralgebra von gl,, (k) und G wirkt durch Konjugation auf gp.

Ist V' ein Vektorraum mit geordneter Basis B := (v1,...,v,), so beschreibt
B beziiglich B eine Bilinearform S auf V. Unter den durch B induzierten Iso-
morphismus von gl,,(k) und gl(V) entspricht gp entspricht der Lie-Unteralgebra

g5 = {f € gl(V) | B(/(v). w) + Blv, f(w)) = 0 firr alle v,w € V)

und unter dem von B induzierten Isomorphismus von GL,, (k) und GL(V) ent-
spricht G der Isometriegruppe

Gp = {f € GL(V) | B(f(v), f(w)) = B(v,w) fur alle v,w € V}.
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1.2. JORDANZERLEGUNG

Ist C = (wy,...,w,) eine weitere Basis von V' so wird 8 beziiglich C durch
eine Matrix C' € M,,(k) beschrieben. Der Basiswechsel von B nach C induziert
einen Isomorphismus von Lie-Algebren gp = g¢ und einen Isomorphismus von
Gruppen G = G¢: Ist Q € M, (k) die Basiswechselmatrix von B nach C (d.h.
die i-te Spalte von €2 sind die Koordinaten von v; beziiglich C), so ist B = QT CQ
und somit

08 2 go, A QAQ™Y und Gp =G, S+ QSO

1.2 Jordanzerlegung

Definition 1.1. Es sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum. Ein Endomor-
phismus = € Endg (V') heiBt halbeinfach, wenn er diagonalisierbar ist.

Bemerkung 1.2. z € Endg(V) ist genau dann halbeinfach, wenn jeder z-
invariante Untervektorraum ein z-invariantes direktes Komplement besitzt.

Die Jordanzerlegung eines Endomorphismus z € Endg (V) schreibt diesen
als Summe eines halbeinfachen Endomorphismus x5 € Endg (V) und eines nil-
potenten Endomorphismus z,, € Endy (V).

Proposition 1.3 (Konkrete Jordanzerlegung). Es sei V' ein endlichdimensio-
naler Vektorraum und x € End(V).

1. Es gibt eindeutige Endomorphismen xs, x, € Endg(V), so dass

(a) ©=x5+ xp,
(b) xs ist halbeinfach und x,, nilpotent,

(c) xs und x,, kommutieren.

2. Es gibt Polynome P,Q € k[T] mit P(0) = Q(0) = 0, s, = P(x) und
xn = Q(x). Insbesondere kommutiert ein Endomorphismus genau dann
mit x wenn er mit x5 und x,, kommutiert.

3. Sind U CW CV Untervektorraume mit x(W) C U so ist auch xs(W) C
U und z,(W) CU.

Definition 1.4. Ist z € Endg(V), so heifit die Zerlegung « = x5 + x,, aus Satz
1.3 die (konkrete) Jordanzerlegung von x. x4 ist der halbeinfache Teil von x und
x,, der nilpotente Teil von x.

Das néchste Lemma erlaubt es, die Jordanzerlegung auf halbeinfache lineare
Lie-Algebren einzuschranken.

Lemma 1.5. Ist V ein endlichdimensionaler Vektorraum und g C gl(V') eine
halbeinfache Lie-Algebra, so enthalt g die halbeinfachen und nilpotenten Teile
aller ihrer Elemente.

Ist g eine beliebige halbeinfache Lie-Algebra, so ist kerad = Z(g) = 0 und
deshalb ad: g — ad g ein Isomorphismus von Lie-Algebren. Dies erlaubt zusam-
men mit dem vorherigen Lemma Verallgemeinerung der Jordanzerlegung auf
beliebige halbeinfache Lie-Algebren.



1. VORBEREITUNG

Definition 1.6. Ein Element x einer Lie-Algebra g heifit ad-halbeinfach, bzw.
ad-nilpotent, falls ad x halbeinfach, bzw. nilpotent ist.

Beispiel 1.7. Es sei g C gl(V) eine lineare Lie-Algebra, V' endlich-dimensional.

Ist € g halbeinfach, so ist  auch ad-halbeinfach: Es sei vq,...,v, von V|,
wobei v; Eigenvektor von x zum Eigenwert )A; ist. Dann ist E;;, 4,5 = 1,...,n,
mit Ej;(vg) = 0;xv; fir alle k =1,...,n eine Basis von gl(V). Fir alle i, j, k =
1,...,nist

[, Eij](vi) = 2Eij(vk) — Eijr(vk) = du2(vi) — AkEij(vi)
= )\i(sjkvi — )\k(sjkvi = ()\z — )\k)éjkvl
= (N = Aj)djevi = (Ni — Aj) Eij (),

und somit
[.Z', Eij] = ()\z - )\j)Eij fur alle i,j = 1, R (%

Es ist also adgiv) € Endg(gl(V)) halbeinfach. Da g adgy) z-invariant ist, ist
damit auch adg z = adgv) x|g halbeinfach.

Ist = € g nilpotent, so ist x auch ad-nilpotent: Es ist adz = A\, — p_g,
wobei A, die Linksmultiplikation mit = und p_, die Rechtsmultiplikation mit
—x bezeichnet. Da z nilpotent ist, sind es auch A\, und p_,. Da A\, und p_,
kommutieren ist damit auch ad x nilpotent.

Proposition 1.8 (Abstrakte Jordanzerlegung). Ist g eine halbeinfache Lie-
Algebra, so gibt es fir jedes Element x € g eindeutige xs, T, € g, S0 dass

1. x=x5+ x,,
2. x4 ist ad-halbeinfach und x,, ist ad-nilpotent,
3. x5 und x, kommutieren.

Es ist dann (ad z), = ad(xs) und (ad x),, = ad(zy,).

Definition 1.9. Ist g eine halbeinfache Lie-Algebra und = € g, so heifit die
Zerlegung x = xs+ x,, aus Satz 1.8 die (abstrakte) Jordanzerlegung von x.  ist
der halbeinfache Teil von x und x,, der nilpotente Teil von x. = heifit halbeinfach,
falls x = x5, und nilpotent falls z = z,,.

Bemerkung 1.10. Es sei g eine halbeinfache Lie-Algebra.

1. = € g ist halbeinfach, bzw. nilpotent, genau dann wenn x ad-halbeinfach,
bzw. ad-nilpotent ist.

2. Ist g linear, so folgt aus der Eindeutigkeit der abstrakten Jordanzerlegung,
dass die abstrakte und die konkrete Jordanzerlegung auf g iibereinstim-
men.

Lemma 1.11 (Funktorialitdt der Jordanzerlegung). Es seien g und g2 zwei
halbeinfache Lie-Algebren und x € g1 mit Jordanzerlegung x = x5 + x,. Ist
@: g1 — g2 ein Homomorphismus von Lie-Algebren, so ist ¢(x) = ¢(xs) + d(xy)
die Jordanzerlegung von ¢(x).



1.3. CSA UND WURZELRAUMZERLEGUNG

1.3 CSA und Wurzelraumzerlegung

Definition 1.12. Eine Unteralgebra b C g einer Lie-Algebra g heifit toral falls
b aus ad-halbeinfaches Elementen besteht.

Lemma 1.13. Torale Unteralgebren sind abelsch.

Ist h C g eine torale Unteralgebra, so besteht adgh C Endg(g) aus halb-
einfachen, paarweise kommutierenden Endomorphismen. Diese sind simultan
diagonalisierbar, weshalb g = ®aeh* g Mmit

0o = {z € 9| [h, 2] = a(h)z fir alle h € h}.

Es sei dann
®(g,h) = {a € bh”\ {0} | ga # 0}.

Definition 1.14. Eine Cartan-Unteralgebra (CSA) einer halbeinfachen Lie-Al-
gebra g ist eine maximale torale Unteralgebra h C g. Die Elemente von ®(g, h)
heiflen Wurzeln von g beziiglich §.

Lemma 1.15. Ist h C g eine CSA einer halbeinfachen Lie-Algebra g, so ist
Zg(h) = b, d.h. b ist selbstzentralisierend.

Fiir eine halbeinfache Lie-Algebra g und CSA h C g ergibt sich fir die
Wurzeln @ := ®(g, ) die Zerlegung

g= @ga:go@@ga:h®®gaa
aEeh* aced acd

da go =0 fir a ¢ ® und go = Z4(h) = b. Dies ist die Wurzelraumzerlegung von
g beziiglich . Die Rdume g, o € ® heilen Wurzelrdume.

Proposition 1.16 (Eigenschaften der Wurzelraumzerlegung). Es sei g eine
halbeinfache Lie-Algebra, h C g eine CSA und ® = ®(g,h) die entsprechenden
Wurzeln.

1. ® erzeugt b* als k-Vektorraum.
2. Ist aq,...,an € @ eine k-Basis von b*, so ist & C spang(ai, ..., an).
3. Firallea € ® ist kanN® = {—a,a}.
4. Die Wurzelrgume g, o € ® sind 1-dimensional.
5. Fir alle a, B € ® ist
=0 fallsa+ p ¢ @,

00,08 S = Gasp fallsa+ B €D,
Ch falls a = —p.

6. Es sei o € V. [ga,9-a] C b ist eindimensional und o([ga, §—a]) # 0.

Insbesondere gibt es ein eindeutiges ho € [ga, 9—a] mit a(hs) = 2 und
kho = [8a,8—a). Ferner ist

Sa =00 Pkha®g_a CHh

eine Lie-Unteralgebra mit S, = sl (k).



1. VORBEREITUNG

1.4 Reduktive Lie-Algebren

Lemma 1.17. Fir eine Lie-Algebra g sind dquivalent:
1. g=Z(g) ®[g, 9] und [g, 9] ist halbeinfach.
2. g=ads fir ein abelsches Ideal a und ein halbeinfaches Ideal s.
3. Die adjugierte Darstellung von g ist halbeinfach.
4. radg = Z(g).
Ferner gilt Z(g) = a und [g,9] = s fir die Zerlegungen in 1 und 2.
Beweis. (4 = 3) ad g ist halbeinfach, da

adg=g/Z(g) = g/radg.
Nach dem Satz von Weyl ist deshalb g halbeinfach als ad g-Modul
(3 = 2) Es existiert eine Zerlegung

g=a1B---Da,Bs1D--DBsy

in irreduzible Ideale, wobei dim a; = 1 und dim s; > 2. Die a; sind damit abelsch
und die s; einfach. Also ist a == a; & --- @ a, abelsch und s = 51 @ --- B 5,
halbeinfach mit g = a & s.

(2=1)Esist Z(g) =Z(a) @ Z(s) =a und [g,g] = [s,5] = s.

(1 = 4) Esist radg =rad(Z(g)) @ rad([g, g]) = Z(g). O

Definition 1.18. Eine Lie-Algebra g heifit reduktiv falls sie eine (und damit
alle) der Bedingungen in Lemma 1.17 erfiillt.

Beispiel 1.19. Abelsche und halbeinfache Lie-Algebren sind reduktiv. Endliche
Produkte von reduktiven Lie-Algebren sind ebenfalls reduktiv.

gl (k) ist reduktiv, da Z(gl,(k)) = kI sowie [gl,(k),gl, (k)] = sl (k) mit
gl (k) = kI & sl (k).

Die oberen Dreiecksmatrizen

tn (k) =

*
sind fiir n > 2 nicht reduktiv, denn Z(t,,(k)) = kI und

ORI S 1 I S C)

sind die echten oberen Dreiecksmatrizen. Aber t,(k) D kI & u, (k).

Der Begriff einer Cartan-Unteralgebra einer halbeinfachen Lie-Algebra ver-
allgemeinert sich direkt auf reduktive Lie-Algebren:
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1.4. REDUKTIVE LIE-ALGEBREN

Definition 1.20. Eine Cartan-Unteralgebra einer reduktiven Lie-Algebra g ist
eine maximale torale Unteralgebra b C g und die Elemente von ®(g, ) sind die
Wurzeln von g beziiglich b.

Lemma 1.21. Es sei g eine reduktive Lie-Algebra, a == Z(g) und s == [g, g].
Dann gibt es eine Bijektion

{CSA in g} <5 {CSA in s},
b — hNs,
adh’ <—¢ b

Beweis. 1. Ist h C g eine CSA, soist a C g: a+bh C g ist eine Unteralgebra und
da adg(a+ h) = adg b ist a + b toral. Wegen der Maximalitat von b folgt,
dass a+ b = b und somit a C bh.

2. Ist b’ C s eine torale Unteralgebra, so ist a® b’ C g eine torale Unteralgebra:
z € a® b’ wirkt trivial auf a und halbeinfach auf s und damit halbeinfach
auf g. Also ist x halbeinfach.

3. Ist b C g eine torale Unteralgebra, so ist ' ;== h N s C s eine torale Unteral-
gebra: Als Schnitt zweier Uenteralgebren ist h’ eine Unteralgebra von g und
damit von s. Fiir z € b’ ist adg 2 halbeinfach und s ist adg z-invariant, also
ist auch ady x = ady x|s halbeinfach.

4. Ist h C g eine CSA, so ist b’ := hNs C 5 eine CSA: b’ ist toral. Wire b’ keine
CSA, so gebe es eine CSA § C s die b’ echt enthélt. Dann ware a®h C g eine
torale Unteralgebra, die h echt enthélt, im Widerspruch zur Maximalitdt von

h.
5. Ist b’ C 5 eine CSA, so ist h := a @ bh’ C g eine CSA: Wire b keine CSA, so
gebe es eine CSA h C g die h echt enthélt. Dag=a® s und a C § ist
a®(hns)=h2h=adl,

also 6 Ns 2 k. Da 6 N s eine torale Unteralgebra ist widerspricht dies der
Maximalitat von b’. O

Korollar 1.22. FEs sei g eine reduktive Lie-Algebra und § C g eine torale
Unteralgebra. Dann ist i genau dann eine CSA, wenn § selbstzentralisierend
1st.

Beweis. Wegen der Reduktivitdt von g ist s := [g, g] halbeinfach.
Ist b eine CSA von g so gibt es nach Lemma 1.21 eine CSA b’ von s mit
h=Z(g) ®bh'. Nach Lemma 1.15 ist Zs(h') = b’. Da g = Z(g) @ s ist damit

Zy(h) = Zz(4)(Z(9)) & Zs(h') = Z(g) b’ = b.

Ist andererseits h keine CSA, so gibt es eine CSA b’ von g die b echt enthalt.
Da torale Unteralgebren abelsch sind ist ' C Zg(h). Also ist h nicht selbstzen-
tralisierend. O

Korollar 1.23. Es sei g eine reduktive Lie-Algebra, g’ C g eine reduktive Lie-
Unteralgebra und b C g eine CSA mit b C g’. Dann ist b eine CSA von g'.
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1. VORBEREITUNG

Beweis. Da b eine torale Unteralgebra von g ist, ist adg x fiir jedes x € b halb-
einfach. Da g’ eine Lie-Unteralgebra mit h’ C g’ ist, ist g’ invariant unter adg .
Also ist auch ady x = (adg x)|g halbeinfach. Das zeigt, dass b eine torale Un-
teralgebra von g’ ist.

Es ist Z4(h) = b, da b eine CSA von g ist. Daher ist auch

Zy(h) = Zg(h)Ng'=bng =0,

also  nach Korollar 1.22 bereits eine CSA von g'. O

1.5 Innere Automorphismen

Es sei g eine Lie-Algebra und a: g — g ein nilpotenten Endomorphismus von g.

Dann ist
e n

exp(a) == Z %

n=0
ein wohldefinierter Endomorphismus von g. Ist b: g — g ein weiterer nilpotenter
Endomorphismus von g, der mit a kommutiert, so ist auch ab nilpotent und
exp(ab) = exp(a) exp(b).
Insbesondere ist
exp(a) exp(—a) = exp(0) = idy
und somit exp(a) € GL(g) mit exp(a)~! = exp(—a).

Ist a zusétzlich eine Derivation von g, d.h.

a([z,y]) = [a(z),y] + [z,a(y)] fir alle z,y € g,

so ergibt sich aus der Leibniz-Regel

n

(o) =Y (}) @] fwansyegnen

£=0

dass exp(a) ein Lie-Algebra- Automorphismus von g ist.
Insbesondere ist exp(ad z) € Aut g fiir jedes ad-nilpotente z € g.

Definition 1.24. Es sei g eine Lie-Algebra. Int g C Aut g ist die Untergruppe,
die von Automorphismen exp(adz) mit € g ad-nilpotent erzeugt wird. Die
Elemente von Int g heiflen innere Automorphismen.

Lemma 1.25. FEs sei g eine lineare Lie-Algebra und x € g nilpotent. Dann ist

—1

exp(ad x)(y) = exp(x)y exp(x) fir alley € g.

Beweis. Esist adx = A\, + p—,, wobei A\, die Linksmultiplikation mit x ist und
p—o die Rechtsmultiplikation mit —z. A\, und p_, sind nilpotent, da x nilpotent
ist. Fiir alle y € g ist

exp)(m) = 3 Py = 3 T - (Z ”;) § = Aexpi(9)




1.5. INNERE AUTOMORPHISMEN

Analog ergibt sich, dass

exp(p(—2)) = Pexp(—z) = Pexp(z)-1-

Da A, und p_, kommutieren ist daher fiir alle y € g

exp(ad z)(y) = exp(Ay + p—2)(Y) = Aexp(a) Pexp(a) -1 (¥) = exp(x)y exp(x) .
O

Korollar 1.26. Es sei g eine lineare Lie-Algebra und G C GL, (k) eine Un-
tergruppe mit exp(x) € G fir jedes nilpotente x € g. Dann ist jedes Element
o € Int g durch Konjugation mit einem Element S € G gegeben.

Beispiel 1.27. Es sei B € M, (k). Ist x € g C gl,(k) nilpotent, so ist
exp(z) € Gg. Also ist jedes o € Int g durch Konjugation mit passenden S € G g
gegeben.

Lemma 1.28. Es sei g reduktiv und s = [g, g]. Dann ist s invariant unter Int g
und

Int g = Ints,
0 0,

idz(g) DT T
Beweis. Es sei € g mit x = x1 + a9 bezliglich g = Z(g) ® s. Dann ist
adgz = (adz(g) z1) © (ads 2) = 0 © ad, x2.

Somit ist x genau dann ad-nilpotent in g, wenn zs ad-nilpotent in s ist. Ferner
gilt dann

exp(adg ) = exp(0 © ads x2) = idz(q) ® exp(ads x2).

Damit ist
Ints = (exp(ads ) | = € s ist nilpotent)
und
Intg = <idZ(g) @explads ) | © € 5 ist nilpotent> ,
wodurch sich die Aussage ergibt. O

Lemma 1.29. Ist g eine halbeinfache Lie-Algebra so sind alle CSA wvon g
konjugiert unter Intg, d.h. fir zwei CSA H1,ha C g gibt es o € Intg mit

o(h1) = ba.

Korollar 1.30. Ist g eine reduktive Lie-Algebra, so sind alle CSA von g kon-
jugiert unter Int g.

Beweis. Es seien hy,hs C g zwei CSA. Nach Lemma 1.21 gibt es zwei CSA
b1, b5 C [g, 9] mit b1 = Z(g) ® b} und b = Z(g) @ b,. Nach Lemma 1.29 gibt
es 7 € Int[g, g] mit 7(h}) = b5. Nach Lemma 1.28 ist 0 = idz(y) @ 7 € Int g mit

(1) = (idz() ©7)(Z(8) ® b1) = Z(g) & by = ha. O
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1. VORBEREITUNG

Lemma 1.31. Es sei g eine halbeinfache Lie-Algebra und g’ C g ein reduktive
Lie-Unteralgebra. Dann lisst sich jeder innere Automorphismus von ¢’ zu einem
inneren Automorphismus von g fortsetzen.

Beweis. Es sei ¢ € g’ adg-nilpotent und beziiglich ¢’ = Z(g’) @ [¢, ¢'] sei
r = x1+ 2. Da ady & = ady x2 ist auch adjg g7 22 = (ady 22)|[g ¢ nilpotent.
Also ist x2 ein nilpotentes Element der halbeinfachen Lie-Algebra [g¢/, ¢']. Da
die Inklusion [¢',¢'] — g ein Homomorphismus von Lie-Algebren ist folgt aus
der Funktorialitdt der Jordanzerlegung, dass x2 bereits ein nilpotentes Element
von g ist. Also ist adg xo nilpotent mit

(adg z2)|g = ady z2 = ady .

Damit ist
exp(adg z2)|y = exp((adg x2)|y) = exp(ady ). O
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Kapitel 2

Halbeinfache Orbiten

2.1 gl,(k)
Fir X € gl,, (k) sei
Ox ={SXS™| S e€GL,(k)}

der Orbit von X. Ein Orbit O heifit halbeinfach, falls er aus halbeinfachen Ele-
menten besteht. Dies ist dquivalent dazu, dass O = Ox fiir ein halbeinfaches
X e gl, (k).

Lemma 2.1. Ist g == gl, (k) und X € gl (k) halbeinfach, so ist g% reduktiv.

Beweis. Da X halbeinfach ist gibt es S € GL, (k) mit
SXS™t=diag( A1, ..., Aoy Ay ey M), (1)

Ai # Aj fur ¢ # j und A; kommt mit Vielfachheit n; vor. Konjugation mit S
ist ein Automorphismus von gl,, (k) der X auf SX S~ abbildet und damit auch
g¥ auf gsxs*l
zeigen.

Es sei also

. Es geniigt also die Aussage fiir Diagonalmatrix der Form (1) zu

X =diag(A1, - s A1y Ary e A) = diag(pn, - -y fin) (2)

mit A\; # A; fir ¢ # j und A; komme mit Vielfachheit n; > 1 auf. Es sei
A = (ai;) € 9. Der (i,j)-te Eintrag von AX ist p;a;; und der (4, j)-te Eintrag
von XA ist p;a;;. Also ist genau dann A € gX wenn p; = p; oder a;; = 0 fiir
alled,j =1,...,n. Aus (2) ergibt sich damit, dass
Ay
g¥ = Ay egly (k),..., A, €gl, (k)

Insbesondere ist
g% =gl (k) x - xgl, (k)
reduktiv. O

15



2.1. &Ly(K)

Korollar 2.2. Es sei g = gl,(k) und X € gl,(k) eine Diagonalmatriz mit
paarweise verschiedenen Diagonaleintrigen. Dann ist g% die Unteralgebra der
Diagonalmatrizen.

Lemma 2.3. Es bestehe T' C GL,, (k) aus Diagonalmatrizen und es gebe X € T
mit paarweise verschiedenen Diagonaleintragen. Unter der Konjugationswirkung
von GLy, (k) auf gl,, (k) besteht dann

Nov, ()(T) = {8 € GLy(k) | 8.7 = T}
aus Monomialmatrizen.

Beweis. Es sei X = diag(A1,...,A,) mit X\; # \; fir ¢ # j. Fir S = (s5) €
Ner, () (T) ist dann SXS™! € T eine Diagonalmatrix diag(u1, ..., ). Es ist
dann

SX = Xdiag(p1, ..., phn)-

Der (i, j)-te Eintrag auf der linken Seite ist A;s;;, der (¢, j)-te Eintrag auf der
rechten Seite p1;s;;. Es ist also

)\jSij = MiSij fir alle i,j =1,...,n.
Fir alle ¢, 5,7’ = 1,...,n ist damit
Ajsigsig = pisigSij = sij(isijr) = sij(Ajrsijr) = Njrsijsizr-
Da Aj # A\ fiir j # j/ ist damit s;58;» =0 furallei=1,...,nund j # j/. In
jeder Zeile hat S also hochstens einen Eintrag der nicht 0 ist. Da S invertierbar
ist, ist in jeder Zeile auch mindestens ein Eintrag verschieden von 0. Also ist in
jeder Zeile von S genau eine Zeile nicht Null.

Da mit S € Ngr,, (k) (T) auch S™' € Ngr,, (1) (T) gibt es andererseits auch
diag(p1, ..., un) € T mit

XS = diag(p1, - .-, pn) X.

Hieraus ergibt sich analog zur obigen Rechnung, dass S in jeder Spalte genau
einen Eintrag hat, der nicht 0 ist. O

Lemma 2.4. Es sei g := gl,(k), O C g ein halbeinfacher Orbit und  C gl,, (k)
eine CSA. Dann gibt es X € h mit O = Ox.

Beweis. Es sei X’ € O. X’ ist halbeinfach, da O ein halbeinfacher Orbit ist.
Also ist X’ in einer CSA §’ C g enthalten. Da alle CSA von g unter GL, (k)
konjugiert sind gibt es S € GL,, (k) mit Sh’S~! = b. Insbesonder ist SX’'S~! € b
mit
O:OX/ :OSX/S—L D
Satz 2.5. Ist g :=gl,, (k) und h C g eine CSA, so ist die Abbildung
b/Nar, ()(h) = {Ox | X € gl,,(k) ist halbeinfach}, [X] — Ox.

wohldefiniert und bijektiv.
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2. HALBEINFACHE ORBITEN

Beweis. Da b eine CSA von g ist besteht g aus halbeinfachen Elementen. Des-
halb ist Oy fiir jedes X € b ein halbeinfacher Orbit. Also ist die Abbildung

@:h—{O0x | X € gl,(k) ist halbeinfach}, X — Ox

wohldefiniert. Nach Lemma 2.4 ist ¢ surjektiv. Fir X € b ist Ox = Ogxs-1
fir alle S € GL,(k), insbesondere also fiir alle S € Ngr,, ) (h). Also ist die
Abbildung

b/Necr, k) (h) = {Ox | X € gl,,(k) ist halbeinfach}, [X] — Ox

wohldefiniert. Da ¢ iiber ¢ faktorisiert ist auch ¢ surjektiv.

Fiir die Injektivitdt von ¢ gilt es zu zeigen, dass X1, Xo € h mit Ox, = Ox,
durch ein Element aus Ngr,, (x)(h) konjugiert sind. Da Ox, = Ox, gibt es
S € GL, (k) mit SX55~! = X;. Dann sind b, ShS—! zwei CSA von g die X;
enthalten. Da CSA abelsch sind, folgt, dass b, ShS~—! C g¥1. Nach Lemma 2.1
ist g% reduktiv. Nach Korollar 1.23 sind h und ShS—! zwei CSA von gX'. Nach
Korollar 1.30 gibt es o € Int gX mit o(ShS~1) = b.

Ist y € g nilpotent, so ist (adyx y)(X) =0 und somit

exp(y) X1 exp(y) ™! = exp(adgx y)(X1) = X1.
Fiir die Untergruppe
G ={T € GL,(k) | TX,T™" = X1} = Zgr,, (1) (X)

ist also exp(y) € G fiir alle nilpotenten y € gX. Nach Korollar 1.26 ist daher

jedes Element von Int g% durch Konjugation mit einem Element aus G gegeben.

Insbesondere ist o durch Konjugation mit passenden T' € G gegeben.
Zusammengefasst ist daher

(TSH(TS)™t =TSHS T~ = 5(SHS™1) = b,
also T'S € Nar,, (k)(h), mit
(TX(TS) P =TSXoS™ ' T =TX, 77! = X;.
Somit sind X5 und X; durch ein Element aus Ngr,, (1) (h) konjugiert. O
Korollar 2.6. Es sei by C gl,, (k) eine CSA und
W = Nav,x)(h)/ ZcL, k) (b)-
Dann ist die Abbildung
h/W — {Ox | X € gl,,(k) ist halbeinfach}, [X] — Ox.
wohldefiniert und bijektiv.

Es sei h C gl (k) die CSA der Diagonalmatrizen. b enthéilt eine Diagonal-
matrix mit paarweise verschiedenen Diagonaleintragen.

Nach Lemma 2.3 besteht Ngr,, (1) (h) daher aus Monomialmatrizen. Ande-
rerseits wird b von jeder Monomialmatrix aus GL, (k) normalisiert. Also ist
Ncu, (k) die Untergruppe der invertierbaren Monomialmatrizen.
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Auflerdem besteht Zgr,, () (h) nach Korollar 2.2 aus Diagonalmatrizen, und
jede Diagonalmatrix aus GLy, (k) zentralisiert h. Also ist Zgr,, (1) (h) die Unter-
gruppe der invertierbaren Diagonalmatrizen.

Also ist

W = Nar, 1) (h)/ZaL, (k) = Sk

und die Wirkung von W auf § entspricht der Permutation der Diagonaleintrige
durch S,,. Durch die zusétzliche Identifikation

E" 20, (A1, ..., An) — diag(Ag, ..., An)
ergibt sich, dass die halbeinfachen Orbiten in gl,, (k) klassifiziert sind durch

k"/S, = {O C gl (k) | O ist ein halbeinfacher Orbit},
[(A1s -5 An)] = Odiag(ng,nn)s

wobei S, auf k™ durch Permutation der Eintrage wirkt.

2.2 Der allgemeine Fall

Proposition 2.7. Es sei g eine halbeinfache Lie-Algebra, X € g halbeinfach
und h C g eine CSA die X enthdlt. Es seien ® := ®(g,h) die entsprechenden
Wurzeln und

Oy ={aec?®|aX)=0}

gX:hEB @ga

aedx

Dann ist

und g% ist reduktiv.

Beweis. Es sei

gzh@@ga (3)

acd

die Wurzelraumzerlegung von g beziiglich h. Fiir Y € gmit Y = Yo + > .4 Ya
beziiglich (3) ist

(X, V] =) a(X)Ya.

acd

Wegen der Direktheit der Zerlegung (3) folgt, dass genau dann Y € gX wenn
a(X)Y, =0 fiir alle o € ®. Also ist

gX:b@ @ Ja- (4)

acedx

Fiir Z(g¥X) ergibt sich, dass

Z(g¥) = ﬂ ker . (5)

acd

Denn es ist
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und fiir Y € b ist

V,6% = P a(¥)ga,

acdx

also [Y, g%] = 0 genau dann wenn «(Y) = 0 fiir alle a € ®x.

Fiir die Reduktivitit von g~ gilt es zu zeigen, dass Z(g~) = radgX. Da
Z(g) C rad gX geniigt es zu zeigen, dass rad g* C Z(g~). Entscheidend hierfiir
ist die folgende Beobachtung:

Behauptung 1. Es gibt kein o € ®x mit g, C rad g~.

Beweis. Angenommen es gebe a € &y mit g, C radgX. Da a € ®x ist auch
—a € ®x und somit g_, C g¥. Damit ist auch khy = [ga,9_o) C rad g% und
0o = [ha,8_o] Cradg¥, da rad g* ein Ideal ist. Es ist also

Sa = Ba ¥ k'ha EBQ_Q Q rang,

aber S, 2 sly(k) ist nicht auflésbar. O

Als erste Anndherung ergibt sich, dass radgX C bh: Andernfalls gebe es
Y eradg® mit Y =Y + >, Ya beziglich (4) und

U:={a€Px |Y,#0}#0.

Da rad g¥ ein Ideal ist, ist fiir alle h € h und ¢ > 1 auch

ad(h) (Y) = > a(h)'Y, € radg™.
ael

Behauptung 2. Es gibt h € h mit a(h) # 0 fir alle « € @ und a(h) # G(h)
fir alle a, 8 € ®, a # 5.

Beweis. Wegen des natiirlichen Isomorphismus f = h** geniigt es ein Element
¢ € h** zu konstruieren, so dass ¢(a) # 0 fiir alle o« € ® und () # p(B) fir
a, B € ® mit a # S.

Da b* = span;, ® gibt es eine k-Basis a1,...,a, € ® von h*. k ist alge-
braisch abgeschlossen und somit unendlichdimensional iiber Q. Also gibt es
Z1,.--,2n € k die linear unabhéngig tiiber Q sind. Es sei ¢: h* — k die k-
lineare Abbildung mit ¢(c;) = 2; fir alle i = 1,...,n. Per Konstruktion ist ¢
auf spang(aq, ..., a,) injektiv. Da 0 ¢ ® und ® C spang(az,...,ay) erfiillt ¢
die gewiinschten Bedingungen. O

Es sei h € h wie in Behauptung 2. Fiur / =1,...,n sei

Zy=ad(h) (V) =) _ a(h)Y, € radg™.
acv

Es sei ¥ = {o,...,a,}, o # o fiir i # j. Da die Wurzelrdume g, eindimen-
sional sind ist {Y,}acw eine Basis von @ .y go- Damit ist auch {Z;}}; eine
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Basis von @, ¢y 8o, da

Oll(h) Oél(h)z cee O[l(h)n
det : : f
O‘n h‘)2 a”
1 ai(h ai(h)" 1
=ai(h)-- h) det
1 an(h) - au(h)" !
=ai(h) ) I « *Oéi( ) # 0.

Da Z,...,2, € rang ist damit @ae\p 9o C rang, also g, C rang fur alle
a € W. Da ¥ # 0 gibt damit o € ¥ C ® mit g, C rad g¥, im Widerspruch zu
Behauptung 1. Also ist rad g* C b.

Ist Y € tadg® C h mit Y ¢ Z(g¥), so gibt es nach (5) ein a € g¥ mit
a(Y) # 0. Da rad gX ein Ideal ist, ist damit

g = [V, ga) C rad g%

im Widerspruch zu Behauptung 1. Insgesamt zeigt dies, dass rad g~ C Z(g*).
O

Fiir den Rest dieses Abschnittes sei g eine halbeinfache Lie-Algebra und G
eine Gruppe mit einer Wirkung p: G — Aut g so dass es fiir jedes ¢ € Int g ein
g € G mit p(g) = ¢ gibt. Fir X € g sei

Ox ={s-X|seG}
der Orbit von X unter G. Da
adg(x) = padx ¢~ fiiralle X € g, ¢ € Autg

ist X € g genau dann halbeinfach, bzw. nilpotent, wenn alle Element von Ox
halbeinfach, bzw. nilpotent sind. Der Orbit Ox heifit dann halbeinfach, bzw.
nilpotent.

Lemma 2.8. Es seien b1, hs C g zwei CSA. Dann gibt es s € G mit s-hy = ha.

Beweis. Nach Lemma 1.29 gibt es o € Int g mit o(h1) = ho und nach Annahme
gibt es s € G mit o(h1) = s bh1. O

Korollar 2.9. Es seih C g eine CSA und O C g ein halbeinfacher Orbit. Dann
gibt es X € h mit Ox = O.

Beweis. Es sei X’ € O. Dann ist X’ halbeinfach und in einer CSA ' C ¢
einhalten. Nach Lemma 2.8 gibt es s € G mit s-’ = h. Dannist X :=s-X' € §
mitOz(’)sz(’)X. O

Satz 2.10. Es sei h C g eine CSA. Dann ist die Abbildung
®: h/Ng(h) — {O C g| O ist ein halbeinfacher Orbit}, [X] — Ox

wohldefiniert und bijektiv.
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Beweis. Da b aus halbeinfachen Elementen besteht und O, x = Ox fiir alle
X € gund s € G ist ® wohldefiniert. Nach Korollar 2.9 ist ® surjektiv.

Es seien X;, Xo € h mit Ox, = Ox,. Fir die Injektivitdt von ® gilt es zu
zeigen, dass X; und Xy unter G konjugiert sind. Da X; € Ox, = Ox, gibt es
s € Gmit s- Xo = X;. hund s - b sind zwei CSA von g, die X; enthalten.
Da CSA abelsch sind ist bereits b, s - h € g*1, wobei g** nach Proposition 2.7
reduktiv ist. Nach Korollar 1.23 sind h und s - b zwei CSA von g**.

Nach Korollar 1.30 gibt es o € Int g** mit o(s-b) = b.

Behauptung. Esist o(X;) = X;.

Beuweis. Fiir adyx, -nilpotentes Y € g*1 ist ist (adgx, ¥)(X1) = 0 und somit
> (ad X Y)n
exp(adgx, YV)(X1) =) %(xl) =X, O
n=0

Nach Lemma 1.31 gibt es eine Fortsetzung von o zu 7 € Int g. Nach Annahme
gibt es t € G, so dass t durch 7 auf g wirkt. Zum einen ist

also t - s € Ng(bh). Zum anderen ist X; € g** und somit
t-s-Xo=t-X;=7(X1) =0(X1) = Xi. O
Korollar 2.11. FEs sei h C g eine CSA und
W i= Na(h)/Zc(b).
Dann ist
O: /W — {0 C g| O ist ein halbeinfacher Orbit}, [X] — Ox

wohldefiniert und bijektiv.

2.3 50271]5

In diesem Abschnitt wollen wir die halbeinfachen Orbiten in sos,k unter der
Konjugationswirkung von O(2n) und SO(2n) bestimmen. Hierfiir nutzen wir
die folgende Beschreibung von sog,k, O(2n) und SO(2n):

Es sei
1
J = € My, (k).
1
Dann sei
O(2n) = G; = {S € GLay, (k) | STJS = J},
SO(2n) :={S € O(2n) | det S = 1},

und

soo,k = {A € gly, (k) | ATJ+JA=0}.
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2.3. 6OyvK

Fiir eine Matrix A = (ai;)i; € Moy, (k) sei AS = (@nt1—jn+1—i)i; das Trans-
ponierte von A an der Antidiagonalen. A° kann auch beschrieben werden durch

JATJ = J(aij) ;] = J(azi)igd = J(@ni1-i)i5 = (@ny1-jmt1-i)i = A”.
Da J? = I ist damit

O(2n) = {S € GLay, (k) | S7! = 85}
sowie

500,k = {A € gl,,, (k) | AS = —A}.
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