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Kapitel 1

Vorbereitung

Im Folgenden sei k ein algebraisch abgeschlossener Kérper mit char k = 0. So-
fern nicht anders angegeben sind alle Lie-Algebren und Vektorrdume iiber dem
Grundkorper k. Sofern nicht anders angegeben sind alle Lie-Algebren endlich-
dimensional.

1.1 Notationen und Grundlagen

1.1.1 Grundlegende Begriffe

M,, (k) ist der Vektorraum der (n x n)-Matrizen iiber k. Fiir A\y,..., A\, € k ist

A
diag(A1, ..., Ap) = € M, (k)

sowie

adiag(A1, ..., ) = e M, (k).

Insbesondere seien
I, =diag(1l,...,1) € M,(k) und J, = adiag(l,...,1) € M, (k).

Sofern die Grofle n klar ist, schreiben wir auch nur I und J.

D, (k) € GL,(k) bezeichnet die Untergruppe der invertierbaren Diago-
nalmatrizen und P, (k) € GL,(k) die Untergruppe der Permutationsmatri-
zen. Eine Monomialmatriz, bzw. verallgemeinerte Permutationsmatriz ist eine
Matrix S € M,,(k), die in jeder Zeile und jeder Spalte genau einen Eintrag
hat, der verschieden von 0 ist. Monomialmatrizen sind invertierbar und bil-
den eine Untergruppe Mon,, (k) C GL, (k). Es sind D, (k),P,(k) C Mon, (k)
mit Mon,, (k) = D, (k) x P, (k), wobei x das innere semidirekte Produkt mit
Normalteiler auf der linken Seite bezeichnet. Insbesondere ist die Projektion
Mon,, (k) — P,(k) ein Gruppenhomomorphismus mit Kern D, (k) und Split
P, (k) — Mon,, (k).
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gl,, (k) bezeichnet die allgemeine lineare Lie-Algebra von Dimension n? und
sl (k) C gl (k) die spezielle lineare Lie-Algebra. Es bezeichnet 9,,(k) C gl (k
die Unteralgebra der Diagonalmatrizen, t,(k) C gl, (k) die Unteralgebra der
oberen Dreiecksmatrizen und u, (k) C gl,, (k) die Unteralgebra der echten oberen
Dreiecksmatrizen.

Fiir einen Vektorraum V sei gl(V') lineare Lie-Algebra tiber V, GL(V) die
Gruppe der k-linearen Automorphismen von V und SL(V) = {¢ € GL(V) |
det$ = 1}. Fiir eine Lie-Algebra g ist Autg die Gruppe der Lie-Algebra-
Automorphismen von g. Das Zentrum von g ist

Z(g) ={Xeg|[X,Y]=0fur alle X,Y € g}
und fiir zwei Teilmengen I, J C g ist
[I,J] =span, {|X,Y] | X € I,Y € J}.
Ist g eine Lie-Algebra und X C g, so ist
Zy(X)={yeg]|[z,y] =0 fir alle z € X}
der Zentralisator von X in g, und fiir ein Element x € g ist
8% = Zy(X) = Z,({X}) = {Y € g | [X,Y] = 0}.

der Zentralisator von X in g.

rad g bezeichnet das Radikal von g, d.i. das eindeutige maximale auflosbare
Ideal von g. g heifit halbeinfach, wenn rad g = 0. g ist genau dann halbeinfach,
wenn g = I, & --- ® I, fiir einfache Ideale I4,...,I, C g. Ist g halbeinfach, so
ist Z(g) =0 und [g,9] = g.

1.1.2 Lie-Algebra einer Bilinearform

Ist V ein Vektorraum mit Bilinearform 8: V x V — k, so ist

g5 = {f € 0l(V) | B(f(v).w) + B(v, f(w)) = 0 fiir alle v,w € V}

eine Lie-Unteralgebra von gl(V'). Unter der natiirlichen Wirkung von gl(V') auf
(VeV)*ist

gs={fegl(V)[f-6=0}
Die Isometriegruppe von f ist

Gp = {f € GL(V) | B(f(v), f(w)) = B(v,w) fur alle v,w € V}.

wirkt per Konjugaton auf gg.

Ist V' endlichdimensional und B = (v1,...,v,) eine Basis von V, so wird
B beziiglich B durch eine Matrix B € M, (k) dargestellt. Unter dem durch B
induzierten Isomorphismus gl(V') = gl,, (k) enstpricht gz der Lie-Unteralgebra

gp:={Acqgl, (k)| ATB+ BA=0}

und unter dem induzierten Isomorphismus GL(V') & GL,, (k) entspricht die Iso-
metriegruppe Gz der Untergruppe

Gp:={S € GL,(k) | STBS = B}.
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Inbesondere wirkt Gp durch Konjugation auf gp, und die Konjugationswir-
kung von G auf gg und von G'p auf gp sind mit den obigen Isomorphismen
®p: g — gp und ¢p: Gg — Gp in dem Sinne vertraglich, dass

oB(s) - ®p(f) = ¢n(s- f) firallese Ggund f € gp.

Ist C = (wy,...,w,) eine weitere Basis von V', so wird f beziiglich C durch
eine Matrix C € M, (k) beschrieben. Der Basiswechsel von B nach C induziert
einen Isomorphismus von Lie-Algebren

PE = 0Py gp — 9o, A TAT !
und einen Isomorphismus von Gruppen
¢CB = QSC(j)ng Gp — Gg, S — ].—‘S].—‘il,

wobei I' € M,, (k) die Basiswechselmatrix von B nach C (d.h. die i-te Spalte von
I" sind die Koordinaten von v; beziiglich C). Auch <I>g und qﬁg sind in dem Sinne
mit der Konjugationswirkung vertraglich, dass

#5(S) - ®5(A) = dE(S-A) firalle S€ Gpund A € gp.

Proposition 1.1. FEs sei V ein n-dimensionaler Vektorraum und 8 eine nicht-
degenerierte, symmetrische oder alternierende Bilinearform auf V. Ist n = 2
und 3 symmetrisch, so ist gz abelsch. Ansonsten ist gg halbeinfach.

Korollar 1.2. Es sei B € M, (k) invertierbar, sowie symmetrisch oder schief-
symmetrisch. Dann ist gg abelsch fallsn = 2 und B symmetrisch ist. Ansonsten
ist g halbeinfach.

Beispiel 1.3. 1. Fiir die Einheitsmatrix I € M,, (k) sei

50, (k) :=g; = {A € M, (k) | AT = —A}.

s02(k) = {(2 _8> aek}

ist abelsch, und fir n > 3 ist so0, (k) halbeinfach.

0 I
)

5Py, (k) = go = {A € My, (k) | ATQ+ QA =0}

Dann ist s01(k) = 0,

2. Fur

ist

fur alle n > 1 halbeinfach.

Wir fithren noch die folgende Notation ein: Ist B € My, (k), so ist

SGp:={S € Gp |detGp = 1}.
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1.2 Jordanzerlegung

In diesem Abschnitt erinnern wir an die grundlegende Theorie der Jordanzer-
legung von Endomorphismen und der Jordanzerlegung in halbeinfachen Lie-
Algebren.

Definition 1.4. Es sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum. Ein Endomor-
phismus = € Endg (V) heiBt halbeinfach, wenn er diagonalisierbar ist.

Bemerkung 1.5. z € Endg(V) ist genau dann halbeinfach, wenn jeder z-
invariante Untervektorraum ein z-invariantes direktes Komplement besitzt.

Die Jordanzerlegung eines Endomorphismus € Endg (V') schreibt diesen
als Summe eines halbeinfachen Endomorphismus x5 € Endy (V) und eines nil-
potenten Endomorphismus x,, € Endy (V).

Proposition 1.6 (Konkrete Jordanzerlegung). Es sei V' ein endlichdimensio-
naler Vektorraum und x € Endg (V).

1. FEs gibt eindeutige x5, x,, € Endg(V), so dass

(a) x =245+ Tp,
(b) xs ist halbeinfach und x,, nilpotent,
(¢c) xs und x,, kommutieren.
2. Es gibt Polynome P,Q € k[T] mit P(0) = Q(0) = 0, so dass zs = P(x)
und x, = Q(x). Insbesondere kommutiert ein Endomorphismus genau
dann mit x wenn er mit xs und x,, kommutiert.

3. Fiir Untervektorraume U C W C V. mit (W) C U ist auch z;(W) CU
und x,(W) CU.

Definition 1.7. Ist © € Endg(V), so heifit die Zerlegung = = z; + z,, aus
Proposition 1.6 die konkrete Jordanzerlegung von x. x4 ist der halbeinfache Teil
von x und z,, der nilpotente Teil von x.

Wir wollen das Konzept eines halbeinfachen, bzw. nilpotenten Elementes
auf Lie-Algebren verallgemeinern, wobei wir uns zunéchst auf halbeinfache Lie-
Algebren beschrinken. Entscheidend hierfiir ist der Begriff eines ad-halbeinfach-
en, bzw. ad-nilpotenten Elementes.

Definition 1.8. Ein Element x einer Lie-Algebra g heifit ad-halbeinfach, bzw.
ad-nilpotent, falls ad x halbeinfach, bzw. nilpotent ist.

Beispiel 1.9. Es sei g C gl(V) eine lineare Lie-Algebra.

Ist € g halbeinfach, so ist # auch ad-halbeinfach: Es sei (vy,...,v,) eine
Basis von V' aus Eigenvektoren von x, wobei v; ein Eigenvektor zum Eigenwert
)\i ist. Dann ist (Eij)i,j:L...,n mit

E;j(vg) = 6jkv; firallek=1,...,n
eine Basis von gl(V). Fiir alle 7,5,k =1,...,n ist

[, Eij](vk) = 2Eij(vi) — Eijz(vk) = 652(vi) — A Eij(vk)
= Xi0jrv; — Aedjpvi = (Ni — Ai)0jk0;
= (A = Aj)dnvi = (A — Aj) Eij (vk),
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und somit
[LL', EZ]] = ()\z - )\j)Eij fur alle i7j = 17 s, N

Es ist also adgi vy 2 € Endg(gl(V')) halbeinfach. Da g invariant unter adgy) =
ist, ist damit auch adg x = (adgv) 7)|g halbeinfach.

Ist z € g nilpotent, so ist z auch ad-nilpotent: Es ist adgvyz = Ay — p—z,
wobei A, die Linksmultiplikation mit = und p_, die Rechtsmultiplikation mit
—x bezeichnet. Da z nilpotent ist, sind es auch A\, und p_,. Da A\, und p_,
kommutieren ist damit auch adgy) 2 nilpotent. Da g invariant unter adgy)
ist, ist somit auch ady x = (adgv) )|y nilpotent.

Das néchste Lemma erlaubt es uns, die konkrete Jordanzerlegung auf Lie-
Unteralgebren einzuschrianken, sofern diese halbeinfach sind.

Lemma 1.10. Ist V ein endlichdimensionaler Vektorraum und g C gl(V') eine
halbeinfache Lie-Unteralgebra, so enthdlt g die halbeinfachen und nilpotenten
Teile aller ihrer Elemente.

Ist g eine beliebige halbeinfache Lie-Algebra, so ist kerad = Z(g) = 0 und
deshalb ad: g — ad g ein Isomorphismus von Lie-Algebren. Dies erlaubt zusam-
men mit dem vorherigen Lemma die Verallgemeinerung der Jordanzerlegung auf
beliebige halbeinfache Lie-Algebren.

Proposition 1.11 (Abstrakte Jordanzerlegung). Ist g eine halbeinfache Lie-
Algebra, so gibt es fir jedes Element x € g eindeutige xs, Ty, € g, S0 dass

1. x=xs+ x,,
2. x ist ad-halbeinfach und x,, ist ad-nilpotent,
3. x5 und x, kommutieren.
T und T, sind eindeutig dadurch bestimmt, dass
ad(zs) = (adx)s und ad(z,) = (adx),
Ein FElement aus g kommutiert genau dann mit x, wenn es mit x5 und T,
kommutiert.

Definition 1.12. Ist g eine halbeinfache Lie-Algebra und x € g, so heifit die
Zerlegung x = x5 + x,, aus Proposition 1.11 die (abstrakte) Jordanzerlegung von
x. xs ist der halbeinfache Teil von x und x, der nilpotente Teil von z. x heifit
halbeinfach, falls x = x4, und nilpotent falls z = x,,.

Bemerkung 1.13. Es sei g eine halbeinfache Lie-Algebra.

1. = € g ist genau dann halbeinfach, bzw. nilpotent, wenn = ad-halbeinfach,
bzw. ad-nilpotent ist.

2. Ist g linear, so folgt aus der Eindeutigkeit der abstrakten Jordanzerlegung,
dass die abstrakte und die konkrete Jordanzerlegung auf g iibereinstim-
men. Dementsprechend werden wir in diesem Fall nicht zwischen konkreter
und abstrakter Jordanzerlegung unterscheiden.

Lemma 1.14 (Funktorialitdt der Jordanzerlegung). Es seien g1 und go zwei
halbeinfache Lie-Algebren und x € g1 mit Jordanzerlegung x = x5 + x,. Ist
@: g1 — g2 ein Homomorphismus von Lie-Algebren, so ist ¢(xs) = ¢(x)s und

(zn) = ¢(2)n-
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1.3 CSA und Wurzelraumzerlegung

In diesem Schnitt erinnern an das grundlegende Konzept einer Cartan-Unter-
algebra einer halbeinfachen Lie-Algebra. Wir erlautern das Zustandekommen
der resultierenden Wurzelraumzerlegung und halten einige ihrer elementaren
Eigenschaften fest.

Definition 1.15. Eine Unteralgebra b C g einer Lie-Algebra g heifit toral falls
b aus ad-halbeinfaches Elementen besteht.

Beispiel 1.16. Die Unteralgebra der Diagonalmatrizen 9,,(k) C gl, (k) besteht
aus halbeinfachen Elementen (in der Sinne der konkreten Jordanzerlegung) und
damit aus ad-halbeinfachen Elementen.

Nach gleicher Argumentation ist b := 0, (k) Nsl,, (k) eine torale Unteralgebra
von sl, (k) und 9,,(k) eine torale Unteralgebra von t,, (k).

Ist allgemeiner h C g eine torale Unteralgebra und g’ C g eine Lie-Unteral-
gebra, so ist b’ :== h N g’ eine torale Unteralgebra von g¢': Fiir jedes z € b’ ist
adg  halbeinfach, und somit auch ady « = (adg x)|y .

In jedem der obigen Beispiele ist die torale Unteralgebra abelsch. Dies ist
kein Zufall.

Lemma 1.17. Torale Unteralgebren sind abelsch.

Diese Kommutativitdt hat entscheidende Konsequenzen fiir die adjungierte
Darstellung einer toralen Unteralgebra: Ist h C g eine torale Unteralgebra, so
besteht adg ) € Endg(g) aus halbeinfachen, paarweise kommutierenden Endo-
morphismen. Diese sind simultan diagonalisierbar, weshalb g = ®aeh* g mit

0o = {x € g| [h,2] = a(h)z fir alle h € h}.

Die Elemente o € h* mit g, # 0 spielen eine bedeutend Rolle bei der Untersu-
chung von g durch b.

Definition 1.18. Fiir eine torale Unteralgebra hh C g einer Lie-Algebra g sei

®(g,b) == {a € b"\ {0} [ ga # 0}

In der Theorie halbeinfachen Lie-Algebren, in denen (ad)-halbeinfache Ele-
mente mithilfe der Jordanzerlegung verstanden werden konnen, spielen maxi-
male torale Unteralgebren eine besondere Rolle.

Definition 1.19. Eine Cartan-Unteralgebra (CSA) einer halbeinfachen Lie-Al-
gebra g ist eine maximale torale Unteralgebra h C g. Die Elemente von ®(g, h)
heiflen Wurzeln von g beziiglich b.

Lemma 1.20. Ist h C g eine CSA einer halbeinfachen Lie-Algebra g, so ist
Zg(h) =1, d.h. b ist selbstzentralisierend.

Fiir eine halbeinfache Lie-Algebra g und CSA §h C g ergibt sich mit den
Wurzeln @ := ®(g, ) damit eine Zerlegung

i=Po=00Po.=boP 0.,
ach* acd acd

da go =0 fiir o ¢ @U {0} und go = Z4(h) = b.
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Definition 1.21. Es sei g eine halbeinfache Lie-Algebrau und h C g eine CSA.

Die Zerlegung
g=ho P

acd

mit @ := ®(g, ) ist die Wurzelraumzerlegung von g beztiglich h. Die Rédume g,
a € @ sind die entsprechenden Wurzelrdume

Beispiel 1.22. Es sei g = sl,,(k) und h :=0,(k) N sl,, (k) die Unteralgebra der
Diagonalmatrizen. § ist eine torale Unteralgebra von g.

b ist bereits eine CSA. Ist b’ C g eine beliebige CSA, so besteht h’ aufgrund
der Ubereinstimmung der konkreten und abstrakten Jordanzerlegung aus halb-
einfachen Elementen. Da §’ abelsch ist, sind die Elemente aus §’ simultan dia-
gonalisierbar. Es gibt also S € GL, (k) mit Sh’S~! C 0,,(k). Die Konjugation
mit S ist ein Lie-Algebra- Automorphismus von gl,,(k) ist unter dem g invariant
ist, der sich also zu einem Automorphismus von g einschrianken ldsst. Daher ist
Sh’'S~! eine CSA von g mit Sh’S~! C b, woraus wegen der Maximalitit von
Sh’'S~1 folgt, dass h = Sp'S~1L.

Fir X = diag(A1,...,A,) € hist

[X,Eij] = ()\1 _)\j)Eij fiur alle Z,j = ].,...,TL7
wobei (E;;)1<i j<n die Standardbasis von gl,, (k) bezeichnet. Fiir ¢4, ..., e, € b*
mit

gi(diag(A1,...,Ap)) =A; firallei=1,...,n

ist daher
Oei—e; = kB firalle 1 <i# j <n.

Damit ergeben sich fiir g beziiglich h die Wurzeln
(g, h)={e;—¢c; | 1<i#j<n}

und die Wurzelraumzerlegung

g:h@®ga:h@@kEij-

acd i#£]

In diesem Beispiel zeigen sich bereits einige elementare Eigenschaften der
Wurzelraumzerlegung, die wir hier noch festhalten wollen.

Proposition 1.23 (Eigenschaften der Wurzelraumzerlegung). Es seien g eine
halbeinfache Lie-Algebra, h C g eine CSA und ® := ®(g,h) die entsprechenden
Wurzeln.

1. ® erzeugt b* als k-Vektorraum.
2. Ist ay,...,an € ® eine k-Basis von h*, so ist ® C spang(ay,...,an).
3. Fir alle o € @ ist kanN® = {—a, a}.

4. Die Wurzelraume g, o € ® sind 1-dimensional.
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5. Fir alle a, B € ® ist

=0 fallsa+ (5 ¢ @,
[gavgﬁ] = fa+p falls a+ 6 S (I)»
Ch falls a = —.

6. Es sei o € D. [ga,9-a] C b ist eindimensional und a([ga, §—a]) # 0.

Insbesondere gibt es ein eindeutiges ho € [8a,9—a] Mit a(hy) = 2 und
kho = [Bas 8—a). Ferner ist

Sa =00 Pkha®g_0a CHh

eine Lie-Unteralgebra mit So, = sly(k).

1.4 Reduktive Lie-Algebren

Reduktive Lie-Algebren enstehen durch das Hinzufiigen eines Zentrums zu ei-
ner halbeinfachen Lie-Algebra, und sind eine Verallgemeinerung der solchen. Die
Lie-Algebra-Struktur einer reduktiven Lie-Algebra ist durch die zugrundelegen-
de halbeinfache Lie-Algebra bereits eindeutig bestimmt. Dies fiihrt dazu, dass
sich viele Konzepte und Aussagen aus der Theorie halbeinfacher Lie-Algebren
direkt auf reduktive verallgemeinern lassen.

1.4.1 Definition

Lemma 1.24. Fir eine Lie-Algebra g sind dquivalent:
1. g=Z(g) @ [g,9] und [g,g] ist halbeinfach.
2. g=a@s fir ein abelsches Ideal a und ein halbeinfaches Ideal s.
3. Die adjungierte Darstellung von g ist halbeinfach.
4. radg = Z(g).
Ferner gilt fir 2 bereits a = Z(g) und s = [g, g].

Beweis. (4 = 3) ad g ist halbeinfach, da

adg = g/Z(g) = g/radg.

Nach dem Satz von Weyl ist deshalb g halbeinfach als (ad g)-Modul
(3 = 2) Es existiert eine Zerlegung

=@ a, 51D D5y

in irreduzible Ideale, wobei dima; = 1 und dims; > 2. Als Lie-Algebren sind
die a; damit abelsch und die s; einfach. Also ist a :== a; @ - - - @ a,, abelsch und
5 =51 P - Ps, halbeinfach mit g = a P s.

(2= 1)Esist Z(g) = Z(a) @ Z(s) = a und [g,g] = [s,5] = s.

(1 = 4) Es ist rad g = rad(Z(g)) @ rad([g, g]) = Z(g)- O

10
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Definition 1.25. Eine Lie-Algebra g heifit reduktiv falls sie eine (und damit
alle) der Bedingungen in Lemma 1.24 erfiillt.

Beispiel 1.26. Abelsche und halbeinfache Lie-Algebren sind reduktiv. Endliche
Produkte von reduktiven Lie-Algebren sind ebenfalls reduktiv.

gl (k) ist reduktiv, da Z(gl,(k)) = kI sowie [gl,(k), gl, (k)] = sl,(k) mit
gl (k) = kI @ sl (k).

Die oberen Dreiecksmatrizen t, (k) sind fiir n > 2 nicht reduktiv. Zum einen
ist Z(t,(k)) = kI und [t,(k),t, (k)] = u,(k), aber t,(k) 2 kI & u,(k). Zum
anderen ist auch rad t, (k) = t,(k) # 0,(k) = Z(t,(k)).

Das Beispiel t,(k) C gl, (k) zeigt auch, dass Lie-Unteralgebren reduktiver
Lie-Algebren nicht notwendigerweise selber reduktiv sind.

Die Zerlegung einer reduktiven Lie-Algebra in ihr Zentrum und ihren halb-
einfachen Teil ist in gewissem Rahmen mit Homomorphismen vertriglich.

Lemma 1.27. Es seien g1 und go zwei reduktive Lie-Algebren mit s1 == [g1, 1]
und sy = [ga2, g2]. Ist ¢: g1 — g2 ein Homomorphismus von Lie-Algebren, so ist
(b(ﬁl) C 5.

Beweis. Es ist 51 = [s1,51], da s; halbeinfach ist. Also ist

#(s1) = ¢([s1,51]) = [@(51), d(51)] C [92, 92] = 52. O

Bemerkung 1.28. Die analoge Aussage fiir die Zentren von g; und gy gilt im
Allgemeinen nicht. So ist etwa die Inklusion 93(k) — gly(k) ein Homomorphis-
mus von Lie-Algebren, aber Z(02(k)) = 02(k) C kI = Z(gl,(k)).

1.4.2 Halbeinfache und Nilpotente Elemente

Wir wollen auch das Konzept halbeinfacher und nilpotenter Elemente auf re-
duktive Lie-Algebren verallgemeinern.

In M, (k), sowie Endg(V) fiir einen endlichdimensionalen Vektorraum V|
sind die halbeinfachen und nilpotenten Elemente iiber die konkrete Jordanzerle-
gung charakterisiert. In einer halbeinfachen Lie-Algebra g sind halbeinfache und
nilpotente Elemente durch die adjungierte Darstellung charakterisiert, iiber die
sich aus der konkreten Jordanzerlegung in ad g die abstrakte Jordanzerlegung
in g ergibt.

Die verschiedenen Konzepte von Halbeinfachkeit und Nilpotenz in g sind
miteinander vertrédglich: x € g genau dann halbeinfach, bzw. nilpotent, wenn =
ad-halbeinfach, bzw. ad-nilpotent ist. Ist g zusétzlich linear, so stimmen diese
Begriffe aulerdem mit denen der konkreten Jordanzerlegung iiberein.

Fiir eine reduktive Lie-Algebra g entsteht das Problem, dass Z(g) nicht not-
wendigerweise trivial ist. Insbesondere sind die Element in Z(g) sowohl ad-
halbeinfach als auch ad-nilpotent. Ist g zuséatzlich linear, so kénnen wir halb-
einfache und nilpotente Element in g deshalb nicht notwendigerweise tiber die
adjungierte Darstellung beschreiben.

Beispiel 1.29. Die Lie-Algebra

{2

11

a,bek}
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ist abelsch und damit reduktiv. Da die adjungierte Darstellung trivial ist kénnen
wir tber sie keine Riickschliisse auf einzelne Elemente in g ziehen. Inbesonde-
re liefert die adjungierte Darstellung keine Aussagen iiber Halbeinfachkeit und
Nilpotenz eines Elementes in g.

Im Allgemeinen diirfen wir also nicht darauf hoffen, die halbeinfachen und
nilpotenten Elemente einer linearen reduktiven Lie-Algebra tiber die adjungierte
Darstellung charakterisieren zu kénnen.

Um ein Konzept von halbeinfachen und nilpotenten Elementen in einer re-
duktiven Lie-Algebra zu entwickeln, charakterisieren wir zunéchst ad-halbein-
fache und ad-nilpotente Elemente {iber die zugrundeliegende halbeinfache Lie-
Algebra.

Lemma 1.30. Es sei g eine reduktive Lie-Algebra mit s == [g,g]. Fs sei x € g
mit x = x1 + xo beziglich g = Z(g) ®s. Dann ist x genau dann ad-halbeinfach,
bzw. ad-nilpotent, wenn xo € s halbeinfach, bzw. nilpotent ist (im Sinne einer
halbeinfachen Lie-Algebra).

Ist g zusdtzlich linear, so ist dies insbesondere dquivalent dazu, dass xo
halbeinfach, bzw. nilpotent im Sinne der konkreten Jordanzerlegung ist.

Beweis. Beziiglich g = Z(g) & s ist
adgz =0@®ads 22 und ads ze = (adg z)ls.

Deshalb ist  genau dann adg-halbeinfach, bzw. adg-nilpotent, wenn zo ads-
halbeinfach, bzw. ads-nilpotent ist. Da s halbeinfach ist, ist dies dquivalent
dazu, dass x halbeinfach, bzw. nilpotent ist. O

Ist g eine lineare reduktive Lie-Algebra, so dass sich Z(g) gut genug ver-
halt, konnen wir deshalb die halbeinfachen und nilpotenten Elemente iiber die
adjungierte Darstellung charakterisieren.

Lemma 1.31. Es sei g eine lineare reduktive Lie-Algebra, so dass Z(g) aus
halbeinfachen Elementen besteht. Dann gilt fir alle x € g:

1. x ist genau dann halbeinfach, wenn x ad-halbeinfach ist.
2. x ist genau dann nilpotent, wenn x ad-nilpotent ist und x € [g, g].
Beweis. Es sei s := [g, g].

1. Ist = halbeinfach, so ist  nach Beispiel 1.9 auch ad-halbeinfach. Anderer-
seits sei « € g ad-halbeinfach mit = 21 + 2 beziiglich g = Z(g) ®s. Nach
Lemma 1.30 ist x2 damit halbeinfach. Da 21 € Z(g) kommutieren z; und
To auch miteinander. Da x; und x5 halbeinfach sind und kommutieren ist
auch x = x1 + x2 halbeinfach.

2. Ist x adg-nilpotent mit x € s, so ist # nach Lemma 1.30 nilpotent.

Es sei andererseits x nilpotent. Dann ist « nach Beispiel 1.9 insbesondere
ad-nilpotent und es gilt zu zeigen, dass = € 5. Es sei x = x; + x5 beziiglich
g = Z(g) ® s. Nach Annahme ist z; halbeinfach. Da = ad-nilpotent ist,
ist 29 nach Lemma 1.30 nilpotent. Da z1 € Z(g) kommutieren x; und xo
miteinander. Damit erfiillen x; und zs alle Eigenschaften der konkreten
Jordanzerlegung von x, wobei z; der halbeinfach Teil von = und z5 der
nilpotente Teil von x ist. Da z nilpotent ist gilt bereits x = x5 € 5. O
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1. VORBEREITUNG

Dies motiviert die Definition halbeinfacher und nilpotenter Elemente in einer
beliebigen reduktiven Lie-Algebra.

Definition 1.32. Es sei g eine reduktive Lie-Algebra. = € g heifit halbeinfach,
wenn z ad-halbeinfach ist.  heifit nilpotent, wenn x € [g, g] und x ad-nilpotent
ist.

Ist g eine lineare reduktive Lie-Algebra, so besteht Z(g) aus halbeinfachen
Elementen im Sinne der obigen Definition. Sind diese Elemente auch schon halb-
einfach im Sinne der konkreten Jordanzerlegung, so besagt Lemma 1.31, dass
die obige Definition der konkreten Jordanzerlegung entspricht. Stimmt anderer-
seits die obige Definition mit der konkreten Jordanzerlegung, so muss Z(g) aus
halbeinfachen Elementen bestehen. Damit ergibt sich das folgende Korollar aus
Lemma 1.31.

Korollar 1.33. Ist g eine lineare reduktive Lie-Algebra, so stimmt Definition
1.32 genau dann mit der konkreten Jordanzerlegung tiberein, wenn die FElemente
in Z(g) halbeinfach im Sinne der konkreten Jordanzerlegung sind.

So wie wir fir lineare halbeinfache Lie-Algebren nicht zwischen der abs-
trakten und konkreten Jordanzerlegung unterscheiden, werden wir fiir lineare
reduktive Lie-Algebren wie in Lemma 1.31 auch nicht zwischen halbeinfachen,
bzw. nilpotenten Elementen im Sinne von Definition 1.32 und im Sinne der
konkreten Jordanzerlegung unterscheiden.

Sofern wir zwischen halbeinfachen, bzw. nilpotenten Elementen im Sinne
von Definition 1.32 und im Sinne der konkreten Jordanzerlegung unterscheiden
miissen, sprechen wir von abstrakt halbeinfach und abstrakt nilpotent, sowie von
konkret halbeinfach und konkret nilpotent.

Beispiel 1.34. Es sei g eine Lie-Algebra.

1. Ist g halbeinfach, so stimmt Definition 1.32 mit der abstrakten Jordanzer-
legung iiberein.

2. Ist g halbeinfach und linear, so ist Z(g) = 0 und Definition 1.32 stimmt
mit der konkreten Jordanzerlegung iiberein.

3. Da Z(gl,,(k)) = kI stimmt Definition 1.32 mit der konkreten Jordanzer-
legung und somit dem iiblichen Konzept halbeinfacher und nilpotenter

Element tiberein.
a b
g._{(o a) a,bek}

abelsch ist, ist Z(g) = g. Da g nicht aus konkret halbeinfachen Elementen
besteht, stimmt Definition 1.32 nicht mit der konkreten Jordanzerlegung
iiberein.

4. Da

1.4.3 Cartan-Unteralgebren

In diesem Abschnitt verallgemeinern wir den Begriff einer Cartan-Unteralgebra
auf reduktive Lie-Algebren und untersuchen, wie die Cartan-Unteralgebren einer
reduktiven Lie-Algebra mit denen der unterliegenden halbeinfachen Lie-Algebra
zusammenhangen.

13



1.4. REDUKTIVE LIE-ALGEBREN

Definition 1.35. Eine Cartan-Unteralgebra einer reduktiven Lie-Algebra g ist
eine maximale torale Unteralgebra h C g und die Elemente von ®(g, b)) sind die
Wurzeln von g beziiglich b.

Bemerkung 1.36. 1. Eine CSA einer reduktiven Lie-Algebra besteht aus
halbeinfachen Elementen und ist maximal mit dieser Eigenschaft.

2. Jedes halbeinfache Element X € g ist in einer CSA enthalten; es ist ndm-
lich kX C g eine torale Unteralgebra, und diese ist in einer toralen Un-
teralgebra b von maximaler Dimension enthalten. Wegen der Dimensions-
maximalitéit ist h maximal unter den toralen Unteralgebren.

3. Insbesondere ergibt sich mit X = 0, dass in jeder reduktiven Lie-Algebra
CSA existieren.

Beispiel 1.37. Ist g eine abelsche Lie-Algebra, so ist g selbst die eindeutige
CSA in g.

0, (k) C gl,,(k) ist nach Beispiel 1.9 eine torale Unteralgebra. Da 9, (k) nach
Korollar 1.33 aus halbeinfachen Elementen besteht, ergibt sich analog zu Beispiel
1.22, dass 0, (k) bereits eine CSA von gl,, (k) ist; es ergibt sich ebenfalls analog,
dass alle CSA in gl,, (k) unter GL,, (k) konjugiert zu 9, (k) sind.

Um die CSA einer reduktiven Lie-Algebra zu verstehen, geniigt es, die CSA
der zugrundeliegenden halbeinfachen Lie-Algebra zu verstehen.

Lemma 1.38. Es sei g eine reduktive Lie-Algebra, a == Z(g) und s = [g, g].
Dann gibt es eine Bijektion

{CSA ing} = {CSA ins},
b — hNs,
adb’ i b’

Beweis. 1. Ist h C g eine CSA, soist a C g. a+bh C g ist eine Unteralgebra und
da adg(a+ b) = adgbh ist a + h toral. Wegen der Maximalitat von b folgt,
dass a4+ b = bh und somit a C bh.

2. Ist b’ C s eine torale Unteralgebra, so ist a® b’ C g eine torale Unteralgebra.
z € a® b’ wirkt trivial auf a und halbeinfach auf s und damit halbeinfach
auf g. Also ist x halbeinfach.

3. Ist h C g eine torale Unteralgebra, so ist h’ := h N s C s eine torale Unteral-
gebra. Als Schnitt zweier Unteralgebren ist h’ eine Unteralgebra von g und
damit auch von s. Fiir z € b’ ist adg « halbeinfach und s ist ady z-invariant,
also ist auch ads x = (adg x)|s halbeinfach.

4. Ist h C g eine CSA, so ist h’ := hNs C s eine CSA. b’ ist toral, und wire b’
keine CSA, so gebe es eine CSA h C s die b’ echt enthilt. Da g=a®s und
aChist

h=ad(hNs)=adh.

Deshalb ware a & 6 C g eine torale Unteralgebra, die h echt enthilt, im
Widerspruch zur Maximalitat von b.

14



1. VORBEREITUNG

5. Ist b’ C 5 eine CSA, so ist h := a @ b’ C g eine CSA. Wire h keine CSA, so
gebe es eine CSA h C g die b echt enthélt. Da g = a®s und a C h wére dann

a®(hns)=h2h=aal,

und somit 6 Ns2h. Da 6 N s eine torale Unteralgebra ist widerspricht dies
der Maximalitit von b'. O

Damit kénnen wir viele Aussagen, die fiir CSA in halbeinfachen Lie-Algebren
gelten, auf reduktive verallgemeinern. Wir beginnen mit Lemma 1.20.

Korollar 1.39. FEs sei g eine reduktive Lie-Algebra und h C g eine torale
Unteralgebra. Dann ist i genau dann eine CSA, wenn § selbstzentralisierend
ist.

Beweis. Wegen der Reduktivitdt von g ist s := [g, g] halbeinfach.
Ist h eine CSA von g so gibt es nach Lemma 1.38 eine CSA b’ von $ mit
h=Z(g) ®b’. Nach Lemma 1.20 ist Z;(h') = h’. Da g = Z(g) @ s ist damit

Zg(h) = Zz()(Z(9)) ® Zs(h') = Z(g) ®b' = b.

Ist andererseits h keine CSA, so gibt es eine CSA b’ von g die b echt ent-
halt. Da torale Unteralgebren abelsch sind ist h € h" C Zy(h). Also ist b nicht
selbstzentralisierend. O

Hieraus ergibt sich die Vertréglichkeit von CSA mit passenden Unteralge-
bren.

Korollar 1.40. Es sei g eine reduktive Lie-Algebra, g’ C g eine reduktive Lie-
Unteralgebra und h C g eine CSA mit b C g’. Dann ist b eine CSA von g'.

Beweis. Da b eine torale Unteralgebra von g ist, ist ady « fiir jedes = € b halb-
einfach. Da g’ eine Lie-Unteralgebra mit h’ C g’ ist, ist g’ invariant unter adg .
Also ist auch ady « = (adg x)|g halbeinfach. Das zeigt, dass b eine torale Un-
teralgebra von g’ ist.

Es ist Zy4(h) = b, da b eine CSA von g ist. Daher ist auch Zy (h) = b, also b
nach Korollar 1.39 bereits eine CSA von g'. O

Bemerkung 1.41. Ist g eine reduktive Lie-Algebra, g’ C g eine reduktive Lie-
Unteralgebra und h C g eine CSA, so ist h N g’ zwar eine torale Unteralgebra
von g’ aber nicht notwendigerweise eine CSA. So ist 92(k) eine CSA von gl,(k),

(I

eine abelsche, und damit reduktive Lie-Unteralgebra von g. Da g’ abelsch ist,
ist aber g’ selbst die einzige CSA von ¢’, aber 02(k) Ng = k1.

1.5 Innere Automorphismen

In diesem Abschnitt gehen wir auf die Konjugationsbeziehung von CSA in halb-
einfache Lie-Algebren ein und verallgemeinern diese auf reduktive Lie-Algebren.
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1.5. INNERE AUTOMORPHISMEN

Eine besondere Rolle spielen hierbei die inneren Automorphismen einer Lie-
Algebra g, die eine Untergruppe Int g von Aut g bilden. Wir konnen Int g besser
kontrollieren und verstehen als die gesamte Gruppe Aut g, und alle Konjugati-
onsaussagen werden sich auf Int g beziehen.

Es sei g eine Lie-Algebra und a: g — g ein nilpotenter Endomorphismus von

g. Dann ist
X n

exp(a) = Z %

n=0

ein wohldefinierter Endomorphismus von g. Ist b: g — g ein weiterer nilpotenter
Endomorphismus von g, der mit a kommutiert, so ist auch ab nilpotent und

exp(ab) = exp(a) exp(b).

Insbesondere ist
exp(a) exp(—a) = exp(0) = id,

und somit exp(a) € GL(g) mit exp(a) ™! = exp(—a).
Ist a zusétzlich eine Derivation von g, also

a([z,y]) = [a(z),y] + [,a(y)] fir alle z,y € g,
so ergibt sich aus der Leibniz-Regel
() = Y ()@@ firalte sy < g, e
£=0

dass exp(a) sogar ein Lie-Algebra-Automorphismus von g ist.
Insbesondere ist damit exp(ad z) € Aut g fiir jedes ad-nilpotente = € g.

Definition 1.42. Es sei g eine Lie-Algebra. Int g C Aut g ist die Untergruppe,
die von den Automorphismen exp(ad x), mit ad-nilpotenten = € g, erzeugt wird.
Die Elemente von Int g heiflen innere Automorphismen.

Beispiel 1.43. sly(k) hat die geordnete Basis B := (e, h, f) mit

SR R R (]

e ist nilpotent und damit auch ad-nilpotent. Beziiglich B ist

0 -2 0 0 2 0
ade = 0 1 und ad—e = 0 -1
0 0
und somit
1 -2 -1 1 2 -1
exp(ade) = 1 1 und exp(ad—e) = 1 -1
1 1

Wir machen hier noch eine weitere Beobachtung: Es gilt auch, dass
exp(e) = <1 }) mit  exp(e) ! = exp(—e) = (1 _i>
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1. VORBEREITUNG

und die Konjugation

¢ sly(k) — sly(k), z — exp(e)z exp(e)

wird beztiglich B durch

1 -2 -1
¢ = 11
1

dargestellt. Also ist ¢ = exp(ade).
Die obige Beobachtung ist kein Zufall.

Lemma 1.44. Es sei g eine lineare Lie-Algebra und x € g (konkret) nilpotent.
Dann ist

exp(ad z)(y) = exp(z)yexp(z)™  fiir alle y € g.

Beweis. Es ist adz = A\, + p—;, wobei )\, die Linksmultiplikation mit z und
p—. die Rechtsmultiplikation mit —x bezeichnet. A\, und p_, sind nilpotent, da
z nilpotent ist. Fiir alle y € g ist

exp(Aa)(y) = Y (A;!)n ) => % = (Z Z,) Y = Aexp(a) (Y)-

Analog ergibt sich, dass

eXp(p—l‘) = Pexp(—z) = Pexp(z)~1:
Da A, und p_, kommutieren ist daher fiir alle y € g
exp(ad z)(y) = exp(As + p—a)(y) = exp(As) exp(p—-z)(y)
= )‘exp(z)pexp(af)*l (y) = exp(m)yexp(x)_l. O

Korollar 1.45. Es sei g eine lineare reduktive Lie-Algebra mit g C gl,, (k) und
G C GL,, (k) eine Untergruppe mit exp(z) € G fir alle nilpotenten x € g. Dann
ist jeder innere Automorphismus durch Konjugation mit einem Element aus G
gegeben.

Beweis. Es sei s = [g,g]. Es geniligt die Aussage fiir ad-nilpotentes x € g zu
zeigen. Ist © = x1 + xo beziiglich g = Z(g) @ s, so ist x5 nach Lemma 1.30
nilpotent in g sowie konkret nilpotent. Deshalb ist fiir jedes y € g

exp(ad 2)(y) = exp(ad 22)(y) = exp(w2)y exp(w)
wobei nach Annahme exp(z2) € G. O

Beispiel 1.46. 1. Jeder innere Automorphismus von gl,, (k) ist durch Kon-
jugation mit einem Element S € GL,, (k) gegeben.

2. Essei B € M,,(k), so dass gp reduktiv ist. Ist € gp konkret nilpotent, so
ist exp(z) € Gp. Deshalb ist dann ist bereits jeder innere Automorphismus
durch Konjugation mit einem Element aus G gegeben.
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1.5. INNERE AUTOMORPHISMEN

Die Lie-Klammer einer reduktiven Lie-Algebra hingt nur von der Lie-Klam-
mer der unterliegenden halbeinfachen Lie-Algebra ab. Dementsprechend lassen
sich auch die inneren Automorphismen einer reduktiven Lie-Algebra durch die
inneren Automorphismen der unterliegenden halbeinfachen Lie-Algebra verste-
hen.

Lemma 1.47. Es sei g reduktiv und s := [g, g]. Dann ist s invariant unter Int g
und

Intg = Int s,
o 0ls,

idz(g) BT T
Beweis. Es sei ¢ € g mit x = x1 + x2 bezliglich g = Z(g) ® s. Dann ist
adgz =0®adszo und adszo = (adg z)ls,

und z ist genau dann ad-nilpotent in g, wenn x5 ad-nilpotent in s ist. Ferner
gilt dann

exp(adg ) = exp(0 @ adg x2) = idz(g) © exp(ads x2).

Damit ist
Ints = (exp(ads z) | € s ist nilpotent)
und
Intg = (idz(g) @ exp(ads z) | = € s ist nilpotent) ,
wodurch sich die Aussage ergibt. O

Wir kommen nun zu der grundlegenden Konjugationsaussage dieses Ab-
schnittes. Wie wir bereits in Beispiel 1.22 gesehen haben, sind je zwei CSA von
s, (k) konjugiert zueinander unter der Konjugationswirkung von GL, (k). Dies
verallgemeinert sich auf beliebige halbeinfache Lie-Algebren unter der Wirkung
von Int g.

Lemma 1.48. Ist g eine halbeinfache Lie-Algebra so sind alle CSA wvon g
konjugiert unter Intg, d.h. fir je zwei CSA b1,ba C g gibt es o € Intg mit
o(h1) = ba.

Wie wir bereits in Beispiel 1.37 gesehen haben, sind auch in der reduktiven
Lie-Algebra gl,,(k) alle CSA unter der Konjugationswirkung von GL,, (k) kon-
jugiert zueinander . Fiir eine beliebige reduktive Lie-Algebra ergibt sich dies als
Verallgemeinerung von Lemma 1.48.

Korollar 1.49. Ist g eine reduktive Lie-Algebra, so sind alle CSA von g kon-
jugiert unter Int g.

Beweis. Es seien hy,hy C g zwei CSA. Nach Lemma 1.38 gibt es zwei CSA
b}, b} C [g 9] mit by = Z(g) & b} und by = Z(g) @ bj. Nach Lemma 148 gibt
es 7 € Int[g, g] mit 7(h}) = b5. Nach Lemma 1.47 ist 0 := idz(g) @7 € Int g mit

o(b1) = (g @7)(Z(g) ® b)) = Z(g) ® by = ba. O
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1. VORBEREITUNG

Wir wollen uns noch mit der Fortsetzbarkeit von inneren Automorphismen
zwischen reduktiven Lie-Algebren beschéiftigen.

Lemma 1.50. FEs sei g = Z(g) @ s eine reduktive Lie-Algebra und g’ C g ein
reduktive Lie-Unteralgebra mit ¢ = Z(g') @ s'. Dann ldsst sich jeder innere
Automorphismus von g’ zu einem inneren Automorphismus von g fortsetzen.

Beweis. Es gentigt die Aussage fiir exp(ady x) fiir adg -nilpotentes =z € g’ zu
zeigen. Nach Lemma 1.30 ist z2 ein nilpotentes Element der halbeinfachen Lie-
Algebra s'.

Mit der Inklusion g’ < g folgt aus Lemma 1.27, dass z2 € 5. Aus der
Funktorialitdt der Jordanzerlegung ergibt sich auflerdem, dass xo bereits ein
nilpotentes Element von s ist.

Also ist ads x2 nilpotent und damit auch adgxe = 0 @ ads(z2). Damit ist
exp(adg z2) € Int g, und da

adg z = ady 2 = (adg z2)|y
ist

exp(ady x) = exp(adg z2)|g- O
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Kapitel 2

Klassifikation halbeinfache
Orbiten

Ein klassisches Problem der linearen Algebra besteht darin, die halbeinfachen
Elemente in gl,, (k) zu verstehen, und der klassische Ansatz hierfiir besteht darin,
nicht die halbeinfachen Elemente selbst zu betrachten, sondern ihre Konjugati-
onsklassen unter GL, (k).

Konkret ergibt sich, dass jede halbeinfache Matrix konjugiert zu einer Diago-
nalmatrix ist, und je zwei Diagonalmatrizen genau dann konjugiert zueinander
sind, wenn sie bis auf Reihenfolge die gleichen Diagonaleintriage mit gleicher
Vielfachheit haben. Die Orbiten halbeinfacher Matrizen unter GL,, (k) werden
deshalb durch k™/S,, parametrisiert, wobei S,, durch Permutation der Eintrige
auf k™ wirkt.

In diesem Kapitel verallgemeinern wir dieses Vorgehen auf reduktive Lie-
Algebren, um die halbeinfachen Elemente in diesen besser zu verstehen. Hierfir
kehren wir zunéchst zu gl,, (k) zuriick und leiten die obige Klassifikation erneut
her. Anschlielend betrachten wir eine beliebige reduktive Lie-Algebra g unter
der Wirkung einer passenden Gruppe G und verallgemeinern das Vorgehen fiir
gl,, (k) und GL, (k) auf g und G. Als Anwendung der allgemeinen Theorie klas-
sifizieren wir anschlieend die Orbiten halbeinfacher Element in sos, (k) unter
der Wirkung von Og, (k) und SOs,(k), die Orbiten halbeinfacher Elemente in
509,41 (k) unter Ogy,41(k) und SOs,,11(k), sowie die Orbiten halbeinfacher Ele-
mente in sp,,, (k) unter Spy,, (k).

2.1 gl (k)

Als Motivation und zur Entwicklung der allgemeinen Theorie betrachten wir
zunéchst gl, (k) unter der Konjugationswirkung von GL,, (k).
Fir X € gl,,(k) sei

Ox = {SXS™1| S € GL,(k)}

der Orbit von X unter GL, (k). Ein Orbit O heifit halbeinfach, falls er aus
halbeinfachen Elementen besteht. Dies ist dquivalent dazu, dass O = Ox fir
ein halbeinfaches X € gl (k).
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2. KLASSIFIKATION HALBEINFACHE ORBITEN

Unser erster Schritt besteht darin, den Zentralisator eines halbeinfachen Ele-
ments zu verstehen.

Lemma 2.1. Ist g == gl,, (k) und X € g halbeinfach, so ist g reduktiv.
Beweis. Da X halbeinfach ist gibt es S € GL,, (k) mit

SXS™h=diag( A, .. s Ay Ay ey A, (1)

wobei A; # A;j fiir ¢ # j, und \; mit Vielfachheit n; vorkommt. Konjugation mit
S ist ein Automorphismus von gl,, (k) der X auf SX S~ abbildet und damit auch
g~ auf goXs ' Es gentigt daher die Aussage unter der Annahme zu zeigen, dass
X eine Diagonalmatrix der Form (1) ist.

Es sei
X = diag()‘lv'"7)‘17"'7A7‘7"'a)‘T') = dlag(/’(’hv/’(‘n) (2)

und A = (a;;) € g. Der (i,j)-te Eintrag von AX ist p;a;; und der (7,7)-te
Eintrag von X A ist p;a;5. Deshalb ist genau dann A € g~ wenn

pi = pj oder a;; =0 firaled,j=1,...,n.

Aus (2) ergibt sich damit, dass

Ay
gt = A1 € gly, (k),..., Ay € gl (K)
Ay
Insbesondere ist
g =gl (k) x - xgl,, (k)
und damit reduktiv. O

Hieraus folgt direkt die folgende Beobachtung, die sich im Folgenden als
iiberaus niitzlich erweisen wird:

Korollar 2.2. Es sei g == gl,(k) und X € gl,(k) eine Diagonalmatriz mit
paarweise verschiedenen Diagonaleintragen. Dann ist g~ = 0, (k).

Hieraus folgt wiederum ein niitzlichen Kriterium zur Konstruktion von CSA
in linearen reduktiven Lie-Algebren.

Korollar 2.3. Es sei g C gl,, (k) eine reduktive Lie-Unteralgebra, die eine Dia-
gonalmatriz X mit paarweise verschiedenen Diagonaleintrigen enthdlt. Dann
ist 9, (k) N g eine CSA von g.

Beweis. 0,(k) ist eine CSA von gl, (k). Deshalb ist Zg 1)(0n(k)) = 0,(k),
sowie b := 0,,(k) N g eine torale Unteralgebra von gl,(k), und damit auch von
g. Nach Annahme hat X € h paarweise verschiedene Diagonaleintrage, weshalb
nach Korollar 2.2 Zg( (x)(X) = 0, (k). Damit ist

Zg(h) € Zgi, (1)(X) Ng=0n(k)Ng=b,

und b somit selbstzentralisierend. Nach Korollar 1.39 ist h bereits eine CSA von
g O
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2.1. gl (k)

Als Néchstes bemerken wir, dass es zur Klassifikation der halbeinfachen
Orbiten gentigt, eine CSA von gl,, (k) zu betrachten.

Lemma 2.4. Es sei g := gl (k), O C g ein halbeinfacher Orbit und b C g eine
CSA. Dann gibt es X € h mit O = Ox.

Beweis. Es sei X' € O, also O = Ox/. X' ist halbeinfach, da O ein halbeinfa-
cher Orbit ist. Also ist X’ in einer CSA b’ C g enthalten. Da alle CSA von g
konjugiert unter Int g sind, und jeder innere Automorphismus von g nach Ko-
rollar 1.45 durch Konjugation mit einem Element aus GL,, (k) gegeben ist, gibt
es S € GL, (k) mit Sh’S~1 = . Insbesondere ist SX’S~1 € h mit

O:OX/ :OSX/S—L D

Damit erhalten wir schliefSlich die Klassifikation halbeinfacher Orbiten in
gl,, (k) durch die Wirkung von GL,, (k) auf einer CSA von gl,, (k).

Theorem 2.5. FEs sei g :=gl,(k), h C g eine CSA und

W = NGLn(k)(b)/ZGLn(k)(b)'

Ferner sei

S :={0 C g| O ist ein halbeinfacher Orbit}.

Dann ist die Abbildung
h/W — S, [X] — Ox.

wohldefiniert und bijektiv.

Beweis. Es geniigt die Aussage fiir Nqgr,, () (h) statt fiir W zu zeigen.

Da b eine CSA von g ist besteht § nach Korollar 1.33 aus halbeinfachen
Elementen. Deshalb ist Ox fiir jedes X € § ein halbeinfacher Orbit. Also ist die
Abbildung

p:h— S, X — Ox

wohldefiniert. Nach Lemma 2.4 ist ¢ surjektiv. Fiir X € b ist Ox = Ogxg-1
fir alle S € GL,(k), insbesondere also fiir alle S € Ngr,, (x)(h). Also ist die
Abbildung

¢:bh/Nav, k) (h) = S, [X] = Ox

wohldefiniert. Da ¢ iiber ¢ faktorisiert ist auch ¢ surjektiv.

Fiir die Injektivitdt von ¢ gilt es zu zeigen, dass X1, Xs € h mit Ox, = Ox,
durch ein Element aus Ngr, (x)(h) konjugiert sind. Da Ox, = Ox, gibt es
S € GL,(k) mit SX,5~! = X;. Also sind b, ShS~! zwei CSA von g die X;
enthalten. Da CSA abelsch sind, folgt, dass b, ShS—! C gX*. Nach Lemma 2.1
ist g** reduktiv, und nach Korollar 1.40 sind h und ShS~*! daher zwei CSA von
gX1. Nach Korollar 1.49 gibt es somit 7 € Int g** mit 7(ShS—1) = b.

Ist y € g** nilpotent, so ist (adgx; y)(X1) =0, also

exp(y) X1 exp(y) ! = exp(adyx, y)(X1) = Xi.

und somit exp(y) € Zqr,, (x)(X1). Nach Korollar 1.45 ist daher 7 durch Konju-
gation mit einem Element T' € Zgy,, (1) (X) gegeben.
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2. KLASSIFIKATION HALBEINFACHE ORBITEN

Zusammengefasst ist daher
(TS)Xo(TS) P =TSX,S™ ' T =TX, T ! = X,

und da
(TS)H(TS)™t =TShS™'T~! = 7(SpS~1) = b,

also ist T'S € Nar, (k) (h). Das zeigt, dass X» und X; durch ein Element aus
Nar,, (k) (h) konjugiert sind. O

Wir wollen nun Theorem 2.5 fiir eine konkrete Berechnung der halbeinfachen
Orbiten in g = gl,,(k) nutzen.

Um Theorem 2.5 anzuwenden miissen wir zunéchst eine CSA von g wéhlen;
wir entscheiden uns fiir b = 0,,(k). Fiir die Berechnung von Ngr,, (x)(h) und
ZaL, k) (h) ist entscheidend, dass b eine Diagonalmatrix mit paarweise verschie-
denen Diagonaleintrdgen enthélt.

Aus Korollar 2.2 folgt damit bereits, dass Zar,, () (h) aus Diagonalmatrizen
besteht, also Zgr,, k) (h) € Dn(k). Da 0,(k) abelsch ist folgt auBerdem, dass
Dn(k‘) - ZGL,L(k)(b)- Somit ist ZGL"(}C)([)) = Dn(k)

Zur Berechnung von Nqr,,, (k) (h) wollen wir die folgende Aussage festhalten,
die sich im weiteren Verlauf als ebenso niitzlich erweisen wie Korollar 2.2.

Lemma 2.6. Es sei T C 0,(k) und es gebe X € T mit paarweise verschiede-
nen Diagonaleintrigen. Unter der Konjugationswirkung von GL,, (k) auf gl,, (k)
besteht dann

Nar, () (T) = {S € GL, (k) | STS™' =T}

aus Monomialmatrizen.

Beweis. Es sei X = diag(A1,...,\,) mit \; # A; fiir alle ¢ # j. AuBerdem sei
S = (si5) € Naw, (1) (T). Dann ist SXS~! € T, also SX S~ = diag(p1, .- -, ftn)
und somit

SX = diag(u1,. .., tn)S.
Der (i, j)-te Eintrag auf der linken Seite ist A;s;;, der (4, j)-te Eintrag auf der
rechten Seite u;s;;. Es ist also

Ajsij = pisiy furalled,j=1,...,n.
Far alle i,7,7' = 1,...,n ist damit
AjsijSijr = WisigSiy = Sij(Hisijr) = 8ij(Ajrsijr) = Ajrsijsijr-

Da )\j 75 )\j/ fU.I"] 75 j/ ist damit SijSijr = 0 fir alle 7 = 1, Loy n und j 75 jl. In
jeder Zeile hat S also hochstens einen Eintrag der nicht 0 ist. Da S invertierbar
ist, ist in jeder Zeile auch mindestens ein Eintrag verschieden von 0. Also ist in
jeder Zeile von S genau ein Eintrag verschieden von 0.

Da mit S € Ngr,,(x)(T) auch S~ € Ngr,, (x)(T) gibt es andererseits auch
diag(1, ..., pon) € T mit

XS = Sdiag(p1,- .- pn)-

Hieraus ergibt sich analog zur obigen Rechnung, dass S in jeder Spalte genau
einen Eintrag hat, der verschieden von 0 ist. O
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2.2. REDUKTIVE LIE-ALGEBREN

Da b eine Diagonalmatrix mit paarweise verschiedenen Diagonaleintrigen
enthélt folgt aus Lemma 2.6, dass NGL,,,(k)(h) aus Monomialmatrizen besteht,
also Ngr,, (x)(h) € Mon,, (k). Andererseits wird h von Mon, (k) normalisiert.
Also ist Ngr,, () = Mon,, (k).

Somit ist nun

W = NGLW,(k)(h)/ZGL,,,(k) = Monn(k)/Dn(k)
= (Dn(k) x Py (K))/ D (k) = Py (k) = Sy,

und die Wirkung von W auf § entspricht der Permutation der Diagonaleintriage
durch S,,. Durch die zusétzliche Identifikation

E" 20, (A1, ..., An) = diag(Ag, ..., An)
ergibt sich, dass die halbeinfachen Orbiten in gl (k) klassifiziert sind durch

k"/S, — {O C gl,(k) | O ist ein halbeinfacher Orbit},
[(>\17 SR An)] — Odiag()\l,...,)\n)v

wobei S, auf k™ durch Permutation der Eintrage wirkt.

2.2 Reduktive Lie-Algebren

In diesem Abschnitt verallgemeinern wir das Vorgehen im Falle von gl (k)
beziiglich der Konjugationswirkung von GL, (k) auf beliebige reduktive Lie-
Algebren g unter Wirkung einer passenden Gruppe G. Entscheidend ist hierbei,
dass wir, wie bereits im Falle von gl,,(k), Cartan-Unteralgebren und ihr Konju-
gationsverhalten ausnutzen wollen. Im Fall von gl,, (k) haben wir hierfiir genutzt,
dass jeder innere Automorphismus von gl,, (k) durch Konjugation mit einem Ele-
ment aus GL, (k) gegeben ist. Im allgemeinen Fall wird dies die entscheidende
Bedingung sein, die wir an G stellen.

In diesem Abschnitt sei g eine reduktive Lie-Algebra und G eine Gruppe,
die durch Lie-Algebra-Automorphismen auf g wirkt. Fiir X € g ist

Ox ={s-X|seG}
der Orbit von X unter G. Ein Orbit O C g heifit halbeinfach, wenn O aus
halbeinfachen Elementen besteht. Fiir X € g ist
adp(X) = p(ad X)p~ ! fiir alle ¢ € Aut g.

Daher ist X genau dann halbeinfach wenn Ox ein halbeinfacher Orbit ist. Es
sei im Weiteren

S(g,G) = {O C g| O ist ein halbeinfacher G-Orbit}.

Fir das weitere Vorgehen beschrianken wir uns auf solche Gruppen und Grup-
penwirkungen, so dass es fir jedes o € Int g ein s € G gibt, das durch ¢ auf g
wirkt. Hierfiir ergibt sich eine Vielzahl von Beispielen.

Beispiel 2.7. 1. GL, (k) wirkt durch Konjugation auf gl,, (k) und nach Korol-
lar 1.45 ist jeder innere Automorphismus von gl, (k) durch Konjugation mit
einem Element aus GL, (k) gegeben.

Analog ergibt sich auch die Konjugationswirkung von GL,, (k) auf s, (k).
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2. KLASSIFIKATION HALBEINFACHE ORBITEN

2. Essei B € M,,(k), so dass gp reduktiv ist. Dann wirkt G g durch Konjugation
auf gp, und fiir nilpotentes = € gp auch exp(z) € Gg. Also ist nach Korollar
1.45 jeder innere Automorphismus durch Konjugaton mit einem Element aus
G p gegeben. Hieraus ergeben sich mehrere konkrete Beispiele:

(a) Fir B = 0 ergibt sich erneut die Konjugationswirkung von GL,, (k) auf
gl ()
(b) Fiir die Einheitsmatrix I € M, (k) ergibt sich die Konjugationswirkung
der orthogonalen Gruppe
On(k) =={S € GL,(k) | S = 57"}

auf s09, (k).
(¢) Fiir

0o I,
Q- <_In O) € Mo (k)
ergibt sich die Konjugationswirkung der symplektischen Gruppe
Spy, (k) == {S € GL, (k) | STQS = Q}

auf sp,,, (k).

3. Ist G C Aut g, so wirkt G auf natiirliche Weise auf g. G erfiillt die gewiinschte
Bedingung genau dann, wenn Int g C G. Sonderfélle hiervon sind Int g selbst
sowie Aut g.

Ist X € M, (k) nilpotent, so ist detexp(X) = 1: Da X nilpotent ist gibt es

S € GL,(k), so dass SXS~! eine echte obere Dreiecksmatrix ist. Dann ist auch

oo (SXS™H™ /m! eine echte obere Dreiecksmatrix und somit exp(SXS™!)

eine obere Dreiecksmatrix mit Einsen auf der Diagonalen. Deshalb ist

1 = det(exp(SXS™1)) = det(Sexp(X)S™!) = det(exp(X)).

Damit ergibt sich, dass man sich in vielen der obigen Fillen auf Elemente mit
Determinante 1 einschrianken kann.

4. (a) Statt der Konjugationswirkung von GL, (k) auf gl (k) und sl,, (k) ldsst
sich auf die Konjugationswirkung von SL, (k) auf gl (k) und sl, (k) be-
trachten.

(b) Ist B € M,,(k) mit gp reduktiv, so ist jeder innere Automorphismus von
gp bereits durch Konjugation mit einem Element aus

SGp = {S € Gp | det(S) = 1}

gegeben. Inbesondere ergibt sich fiir B = I die Konjugationswirkung

von
SO (k) ={S € On(k) | det S =1}
auf s0, (k).
(c) Ist g reduktiv, so ist fiir ad-nilpotente X € g bereits exp(ad X) € SL(g)
und somit

Intg C {¢ € Autg | det ¢ = 1}.
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2.2. REDUKTIVE LIE-ALGEBREN

Der erste Schritt besteht wie im Fall von gl, (k) darin, die Zentralisatoren
halbeinfacher Elemente zu verstehen.

Proposition 2.8. Es sei g eine halbeinfache Lie-Algebra, X € g halbeinfach
und h C g eine CSA die X enthdlt. Es seien ® := ®(g,h) die entsprechenden
Wurzeln und

Oy ={aec?®|aX)=0}

gX'::hEB 6%) Ja

aedx

Dann ist

und gX ist reduktiv.

Beweis. Es sei

acd

die Wurzelraumzerlegung von g beziiglich h. Fir Y c gmit Y = Yo + > .4 Ya
beziiglich (3) ist

(X, V] =) a(X)Ya.

acd

Wegen der Direktheit der Zerlegung (3) folgt, dass genau dann Y € gX wenn
a(X)Y, =0 fiir alle o € ®. Also ist

gX:b@ @ Ja- (4)

acedx

Fiir Z(g¥X) ergibt sich, dass

Z(@¥) = () kera. (5)

aEdx

Es ist ndmlich
Z(9%) = Zygx (9%) € Zy(h) = b
und fir Y € b ist

Y.6¥]= @ a(Y)ga,

aedx

also [Y, g%] = 0 genau dann wenn o(Y) = 0 fiir alle a € ®x.

Fiir die Reduktivitit von g¥ gilt es zu zeigen, dass Z(g¥) = radg*. Da
Z(gX) C rad g geniigt es zu zeigen, dass rad g* C Z(g*). Entscheidend hierfiir
ist die folgende Beobachtung:

Behauptung 1. Es gibt kein a € ®x mit g, C rad g~.

Beweis. Angenommen es gebe a € ®x mit g, C radg¥. Da a € ®x ist auch
—a € &x und somit g_, C g¥. Damit ist auch khy = [ga, 9_o) C rad g% und
0o = [ha,8_a] Cradg¥, da rad g¥ ein Ideal ist. Es ist also

So = ga ® kho ® g_o C rad g™,

Dies steht im Widerspruch dazu, dass S, = sla(k) nicht auflésbar ist. O

26



2. KLASSIFIKATION HALBEINFACHE ORBITEN

Als erste Anndherung ergibt sich, dass radgX C h. Andernfalls gebe es
Y eradg® mit Y =Y, + Y Y, beziiglich (4) und

acdx
U:={ae€dx |Y,#0}#0.

Da rad g¥ ein Ideal ist, ist fiir alle b € h und £ > 1 auch

ad(h) (Y) = > a(h)'Y, € radg™.
acevw

Behauptung 2. Es gibt h € h mit a(h) # 0 fiir alle « € ® und «(h) # B(h)
fir alle o, 8 € ® mit o # 5.

Beweis. Wegen des natiirlichen Isomorphismus h = h** geniigt es ein Element
® € h* zu konstruieren, so dass ¢(a) # 0 fir alle @ € ® und p(a) # ¢(8) fir
a, B € ® mit a # S.

Da b* = span;, ® gibt es eine k-Basis a1,...,a, € ® von h*. k ist alge-
braisch abgeschlossen und somit unendlichdimensional {iber Q. Also gibt es
Z1,...,2n € k, die linear unabhéngig {iber Q sind. Es sei ¢: h* — k die k-
lineare Abbildung mit ¢(a;) = z; fur alle i = 1,...,n. Per Konstruktion ist ¢
auf spang(aq, ..., a,) injektiv. Da 0 ¢ ® und ® C spang(az,...,ay) erfiillt ¢
die gewiinschten Bedingungen. O

Es sei h € h wie in Behauptung 2 und ¥ = {ay,...,a,} mit a; # a; fir
1#j. Firld=1,...,n sei

Zy=ad(h)'(Y) =) _ a(h)'Y, € radg”.
acV¥

Da die Wurzelrdume g, fiir o € ® eindimensional sind, ist (Yy,,...,Ys, ) eine
Basis von @,y 8o Damit ist auch (Z1,...,Z,) eine Basis von @y ga, da

al(h) al(h)Z cee al(h)”
det : :

1 an(h) - an(h)n
=ai(h)- - ay(h) (aj(h) — a;(h)) # 0.

Da Zi,...,7Z, € radg® ist damit Doco8a C rad g~ , also g, C radg® fiir
alle @ € W. Da ¥ # () gibt deshalb a € ¥ mit g, C radg™. Dies steht im
Widerspruch zu Behauptung 1. Also ist rad g¥ C b.

Ist Y € radg® C h mit Y ¢ Z(g¥), so gibt es nach (5) ein o € ®x mit
a(Y) # 0. Da rad g* ein Ideal ist, ist damit

ga = [V, 80] Cradg¥,

im Widerspruch zu Behauptung 1. Insgesamt zeigt dies, dass rad g* C Z(g~).
O
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Korollar 2.9. Fs sei g eine reduktive Lie-Algebra und X € g halbeinfach. Dann
ist g% reduktiv.

Beweis. Esseis = [g,g] und X = X; + X5 beziiglich g = Z(g) ®s. Nach Lemma
1.30 ist X5 ein halbeinfaches Element der halbeinfachen Lie-Algebra s. Damit
ist s%2 nach Proposition 2.8 reduktiv und somit auch

0¥ =Z()" @57 = Z(g) @57,
da Z(g) abelsch ist. O

Wie bereits im Fall von gl, (k) wollen wir uns zur Klassifikation der halb-
einfachen Orbiten auf eine CSA von g einschrianken kénnen. Die Rechtfertigung
hierfiir liefern uns die folgenden Aussagen.

Lemma 2.10. Es seien by, ho C g zwei CSA. Dann gibt es s € G mit s-h; = ba.

Beweis. Nach Korollar 1.49 gibt es o € Int g mit o(h1) = b2 und nach Annahme
gibt es s € G, das durch o wirkt, fiir das also s - h; = bhs. O

Korollar 2.11. Es sei b C g eine CSA und O € S(g,G). Dann gibt es X € b
mit OX =0.

Beweis. Es sei X’ € O. Dann ist X’ halbeinfach und in einer CSA ' C g
enthalten. Nach Lemma 2.10 gibt es s € G mit s -’ = h. Damit ist s- X’ €
mitO:OX/:OS.X/. O]

Die Klassifikation halbeinfacher Orbiten in g ergibt sich nun als direkte
Verallgemeinerung von Theorem 2.5.

Theorem 2.12. Es sei h C g eine CSA und
W(g,b;G) = Nea(h)/Za(h).
Dann ist die Abbildung
O: /W — S(9,G)[X] — Ox
wohldefiniert und bijektiv.

Beweis. Es gentigt die Aussage fiir Ng(h) statt fiir W zu zeigen.

Da b aus halbeinfachen Elementen besteht und O, x = Ox fir alle X € g
und s € G ist & wohldefiniert. Nach Korollar 2.11 ist ® surjektiv.

Es seien X1, X5 € h mit Ox, = Ox,. Fiir die Injektivitdt von @ gilt es zu
zeigen, dass X; und X5 unter G konjugiert sind. Da X; € Ox, = Ox, gibt es
s € Gmit s- Xo = Xq. hund s- b sind zwei CSA von g, die X; enthalten.
Da CSA abelsch sind ist bereits b, s - b C g*, wobei g** nach Proposition 2.8
reduktiv ist. Nach Korollar 1.40 sind h und s - h zwei CSA von gX*.

Nach Korollar 1.49 gibt es o € IntgX* mit o(s - h) = bh. Fiir nilpotentes
Y € g* ist (adgx, Y)(X1) = 0 und somit

expladgs, V) () = 3 Bde V)

n=0

S (X)) = X1.
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Da Int g%t von Elementen der Form exp(adgx, V) fiir nilpotente Y € g5 er-
zeugt wird, wird X; von jedem inneren Automorphismus von Int g** stabilisiert.
Insbesondere ist o(X7) = Xj.

Nach Lemma 1.50 lésst sich o zu einem inneren Automorphismus 7 € Int g
fortsetzen. Nach Annahme gibt es t € G, das durch 7 auf g wirkt. Zum einen ist

t'S'XQZt'Xl:T(Xl)ZO'(Xl):Xl,
und zum anderen ist
t-s-h=r7(s-h)=0(s-h)=b,

also t - s € Ng(h). Somit sind X5 und X; durch ein Element aus Ng(h) konju-
giert. O
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Kapitel 3

Halbeinfache Orbiten in
s0p (k) und spoy, (k)

Als direkte Anwendung der in Kapitel 2 entwickelten Theorie bestimmen wir in
diesem Kapitel die halbeinfachen Orbiten in so,, (k) unter der Konjugationswir-
kung von O, (k) und SO, (k), sowie die halbeinfachen Orbiten in sp,,, (k) unter
der Konjugationswirkung von Sp,,, (k).

3.1 Gemeinsames Vorgehen

Um uns in den jeweiligen Rechnungen auf die entscheidenden Details zu konzen-
trieren, fithren wir in diesem Abschnitt die grundlegenden Réume, Abbildungen
und Notationen ein. Statt mit so, (k) und sp,, (k) selbst wollen wir jeweils mit
anderen, isomorphen Lie-Algebren arbeiten; hierfiir geben wir zuerst an, wie
sich die halbeinfachen Orbiten unter den entsprechenden Isomorphismen ver-
halten, und geben dann die Isomorphismen fur so, (k) und sp,, (k) explizit an.
Anschlieflend geben wir fiir die isomorphen Lie-Algebren Cartan-Unteralgebren
an und treffen einige grundlegende Aussagen iiber ihre Normalisatoren und Zen-
tralisatoren.

3.1.1 Allgemeine Isomorphismen

Statt mit den Lie-Algebren und entsprechenden Gruppen selbst wollen wir je-
weils mit einer Isomorphen Lie-Algebra g und isomorphen Gruppe G arbeiten.
Hierfir nutzen wir, dass die Lie-Algebren und Gruppen iiber die darstellende
Matrix einer Bilinearform definiert sind. Anschliefflend

Sind B,C € M, (k) und B, C zwei geordnete Basen von k", so stellt B
beziiglich B eine Bilinearform f auf £™ da, und C beziiglich C eine Bilinearform
v. Ist B =, so gilt fur die Basiswechselmatrix I' € M,,(k) von B nach C, dass
B =T7TCT, und es ergibt sich ein Isomorphismus von Lie-Algebren

®:gp — gc, A TAD !
und einen Isomorphismus von Gruppen

¢: Gg = Ge, S — TSTL,
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