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Kapitel 1

Vorbereitung

In diesem Kapitel erinnern wir an einige der bendtigten Grundlagen aus der Theorie
der Lie-Algebren und entwickeln vorbereitende Ergebnisse, die wir in den folgenden
Kapiteln anwenden.

Dabei bewegen wir uns in diesem, sowie in allen weiteren Kapiteln, stets iiber einem
algebraisch abgeschlossenen Korper k£ mit Charakteristik 0. Alle von uns betrachte-
ten Lie-Algebren und Vektorrdume befinden sich, sofern nicht anders angegeben, iiber
diesem Grundkorper k, und mit einer Lie-Algebra meinen wir stets eine endlichdimen-
sionale Lie-Algebra.

1.1 Notationen und Grundlagen

Dieser Abschnitt dient in erster Linie zur Einfiihrung von Notationen. In Folge dessen
erinnern wir an einige grundlegende Aussagen der Theorie endlichdimensionaler Lie-
Algebra, die aber ansonsten als bekannt vorausgesetzt werden. Sofern benétigt finden
sich die entsprechenden Details in [?, §1 — §3].

1.1.1 Grundlegende Begriffe

M,, (k) bezeichnet der Vektorraum der (n x n)-Matrizen iiber k. Fir A1,..., A\, € k
bezeichnet

M
diag(A1, ..., ) = € M, (k)

sowie

adiag(A1, ..., ) = e M, (k).
An
Insbesondere seien
I, =diag(1l,...,1) € My(k) und J, = adiag(l,...,1) € M, (k).

Sofern die Grofie n klar ist, schreiben wir auch nur I und J.
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D, (k) C GL, (k) bezeichnet die Untergruppe der invertierbaren Diagonalmatrizen
und P, (k) € GL, (k) die Untergruppe der Permutationsmatrizen. Eine Monomial-
matriz, bzw. verallgemeinerte Permutationsmatriz ist eine Matrix S € M, (k), die in
jeder Zeile und jeder Spalte genau einen Eintrag hat, der verschieden von 0 ist. Mo-
nomialmatrizen sind invertierbar und bilden eine Untergruppe Mon, (k) C GL, (k).
Es sind D, (k), P, (k) C Mon, (k) mit Mon,, (k) = D,,(k) x P,,(k), wobei x das innere
semidirekte Produkt mit Normalteiler auf der linken Seite bezeichnet. Diese Zerlegung
entspricht der kurzen exakten Sequenz

0 — D, (k) — Mon, (k) — P,(k) = 0

mit Schnitt P, (k) — Mon, (k).

Fiir einen Vektorraum V' bezeichnet GL(V') die Gruppe der k-linearen Automor-
phismen von V und SL(V) = {¢ € GL(V) | det ¢ = 1}. gl(V') bezeichnet die lineare
Lie-Algebra iber V, d.i. der Vektorraum Endg (V') zusammen mit dem Kommutator

[f,g]l=fog—gof firalle f,g € Endy(V)

als Lie-Klammer.

Ein Homomorphismus g1 — go zwischen Lie-Algebren g; und go meint stets ei-
nen Homomorphismus von Lie-Algebren. Fiir eine Lie-Algebra g bezeichnet Aut g die
Gruppe der Lie-Algebra-Automorphismen von g, d.i.

Autg = {¢ € GL(g) | ¢ ist ein Homomorphismus}.

Mit einer Unteralgebra von g meinen wir stets eine Lie-Unteralgebra. Die adjugierte
Darstellung von g ist der Homomorphismus

adg: g — gl(g), X — (Y — [X,Y]).
adg(X) ist nach der Jacobi-Identitét fiir alle X € g eine Derivation von g, d.h.
(adg X)[Y, Z] = [(adg X)(Y), Z] + [Y, (adq X)(Z)] fir alle X,Y,Z € g.

Sofern ausreichend klar ist, iiber welcher Lie-Algebra g wir uns bewegen, schreiben wir
auch nur ad statt adg.

gl,, (k) bezeichnet die allgemeine lineare Lie-Algebra, d.i. der Vektorraum M, (k)
zusammen mit dem Kommutator

[A,B] = AB— BA fiir alle A, B € M, (k)

als Lie-Klammer. sl,(k) C gl,, (k) die spezielle lineare Lie-Algebra, d.i. die Unteral-
gebra der spurlosen Matrizen. Es bezeichnet 9,,(k) C gl (k) die Unteralgebra der
Diagonalmatrizen, t,(k) C gl,,(k) die Unteralgebra der oberen Dreiecksmatrizen und
u, (k) C gl,, (k) die Unteralgebra der echten oberen Dreiecksmatrizen.

Das Zentrum einer Lie-Algebra g ist

Z(g) ={X eg|[X,Y]=0firalle Y € g}
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und ein Ideal in g. Fiir zwei Teilmengen I, J C g ist
[I,J]) =span, {|X,Y] | X € I,Y € J}.
und sind I und J Ideale in g, so ist auch [I, J] ein Ideal. Fiir S C g ist
Zy(S) ={Y €g | [X,Y] =0 fir alle X € S}
der Zentralisator von S in g, und fiir ein Element X € g ist
g% = Zy(X) = Zy({X}) = {Y € g | [X,Y] = 0}.

der Zentralisator von X in g. Nach der Jacobi-Identitét ist Zg(X) fiir alle X € g eine
Unteralgebra und somit fiir alle S C g auch Zy(S) = (x4 Zg(X).
Die Killing-Form einer Lie-Algebra g ist definiert als

kg(X,Y) =tr(adg XadyY) furalle X,Y €g.
kg ist eine symmetrische Bilinearform. x ist assoziativ, d.h.
kg(X,[Y, Z]) = kg([X,Y], Z) fiiralle X,Y, Z € g.

Sofern ausreichend klar ist, iiber welcher Lie-Algebra g wir uns bewegen, schreiben wir
auch nur x statt sg.

rad g bezeichnet das Radikal von g, d.i. das eindeutige maximale auflésbare Ide-
al von g. g heiit halbeinfach falls eine, und damit alle, der folgenden &dquivalenten
Bedingungen erfiillt ist.

1. radg =0,
2. g=1 & &I, fir einfache Ideale I ,...,I, C g,
3. kg ist nicht-entartet.

Ist g halbeinfach, so ist Z(g) = 0 und [g, g] = g. Siche [?, §5.1, §5.2] fiir die entspre-
chenden Beweise.

sl, (k) ist fiir alle n > 1 einfach, und damit insbesondere halbeinfach, und die triviale
Lie-Algebra 0 ist ebenfalls halbeinfach. Bis auf Isomorphie gibt es genau eine eindi-
mensionale Lie-Algebra sowie zwei zweidimensional Lie-Algebren, und diese sind alle
auflésbar; daher ist jede halbeinfache, nicht-triviale Lie-Algebren mindestens dreidi-
mensional.

Ein grundlegendes Resultat iiber die Darstellungstheorie halbeinfache Lie-Algebren
ist der Satz von Weyl, ein Beweis findet sich in [?, §6.3].

Theorem 1.1 (Weyl). Ist g eine halbeinfache Lie-Algebra und V' eine endlichdimen-
sionale Darstellung, so ist V' halbeinfach, d.h. V ist die direkte Summe von irreduziblen
Unterdarstellungen.
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1.1.2 Lie-Algebra einer Bilinearform

Ist V' ein Vektorraum mit Bilinearform 8: V x V — k, so ist

g ={f egl(V)]|B(f(v),w) + B(v, f(w)) =0 fir alle v,w € V}

eine Unteralgebra von gl(V'). Unter der natiirlichen Wirkung von gl(V') auf (V ® V)*
ist

gg={feal(V)|f-5=0}
Die Isometriegruppe von f3 ist

Gg = {f € GL(V) | B(f(v), f(w)) = B(v,w) fiir alle v,w € V},

und Gg wirkt per Konjugaton auf gg.

Ist V endlichdimensional und B = (vy,...,v,) eine Basis von V| so wird § be-
ziiglich B durch eine Matrix B € M, (k) dargestellt. Unter dem durch B induzierten
Isomorphismus gl(V') = gl,, (k) enstpricht gg der Unteralgebra

gp={Acgl, (k)| ATB+ BA=0}

und unter dem induzierten Isomorphismus GL(V') 2 GL, (k) entspricht die Isometrie-
gruppe Gg der Untergruppe

Gp={S € GL,(k)| STBS = B}.

Inbesondere wirkt G durch Konjugation auf gz, und die Konjugationswirkung von
G auf gg und von Gp auf gp sind mit den obigen Isomorphismen ®5: gg — gp und
¢B: Gg — Gp in dem Sinne vertréglich, dass

(;53(8) : (I)B(f) = ¢B(5 : f) fiir alle s € Gg und f € gp.

Ist C = (wyq,...,w,) eine weitere Basis von V, so wird § beziiglich C durch ei-
ne Matrix C' € M, (k) beschrieben. Der Basiswechsel von B nach C induziert einen
Isomorphismus von Lie-Algebren

5 == dc®z': gp — go, A TAT !
und einen Isomorphismus von Gruppen
08 = ¢cdz': Gp — Go, S+ TSI,

wobei I' € M, (k) die Basiswechselmatrix von B nach C (d.h. die i-te Spalte von I
sind die Koordinaten von v; beziiglich C). Auch <I>g und (blg sind in dem Sinne mit der
Konjugationswirkung vertraglich, dass

#5(S) - ®5(A) = dE(S-A) firalle S € Gpund A € gp.

Ein Beweis fiir die néchste Aussage findet sich in [?, S. 301].
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Proposition 1.2. Es sei V' ein n-dimensionaler Vektorraum und B eine nicht-dege-
nerierte, symmetrische oder alternierende Bilinearform auf V. Ist n = 2 und B sym-
metrisch, so ist gg eindimenisonal und damit abelsch. Ansonsten ist gg halbeinfach.

Korollar 1.3. Es sei B € M,,(k) invertierbar, sowie symmetrisch oder schief-symme-
trisch. Dann ist gp eindimensional und damit abelsch, falls n = 2 und B symmetrisch
ist. Ansonsten ist gg halbeinfach.

Beispiel 1.4. 1. Fir die Einheitsmatrix I € M,, (k) ist
50, (k) = g7 = {A € M, (k) | AT = —A}.

Es ist s01 (k) = 0, s02(k) ist eindimensional und abelsch, und fir n > 3 ist soy, (k)
halbeinfach.

2. Fir
0— (1 I") € Moy (k)

ist
5Py, (k) = go = {A € Ma, (k) | ATQ+ QA =0}
fur alle n > 1 halbeinfach.

Wir fithren noch die folgende Notation ein: Ist B € M, (k), so ist

SGp={S € Gp|detS =1}

1.2 Jordanzerlegung

In diesem Abschnitt erinnern wir an die grundlegende Theorie der Jordanzerlegung
von Endomorphismen und der Jordanzerlegung in halbeinfachen Lie-Algebren.

Definition 1.5. Es sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum. Ein Endomorphismus
X € Endy (V) heifit halbeinfach, wenn er diagonalisierbar ist.

Bemerkung 1.6. X € End, (V) ist genau dann halbeinfach, wenn jeder X-invariante
Untervektorraum ein X-invariantes direktes Komplement besitzt.

Die Jordanzerlegung eines Endomorphismus X € Endy (V') schreibt diesen als Sum-
me eines halbeinfachen Endomorphismus X € Endg (V) und eines nilpotenten Endo-
morphismus X,, € Endy (V). Ein Beweis findet sich in [?, §4.2]

Proposition 1.7 (Konkrete Jordanzerlegung). Es sei V' ein endlichdimensionaler
Vektorraum und X € Endg (V).
1. Es gibt eindeutige X5, X,, € Endi(V), so dass
a) X = X, + X,
b) X ist halbeinfach und X,, nilpotent,
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¢) Xs und X,, kommutieren.

2. Es gibt Polynome P,Q € k[T] mit P(0) = Q(0) = 0, so dass X5 = P(X) und
X, = Q(X). Insbesondere kommutiert ein Endomorphismus genau dann mit X
wenn er mit X, und X,, kommutiert.

3. Fir Untervektorraume U C W CV mit X(W) CU ist auch Xs(W) C U und
X, (W)CU.

Definition 1.8. Ist X € Endy(V), so heifit die Zerlegung X = X, + X,, aus Proposi-
tion die konkrete Jordanzerlegung von X. X, ist der halbeinfache Teil von X und
X,, der nilpotente Teil von X.

Bemerkung 1.9. Analog sind halbeinfache und nilpotente Elemente in M, (k) de-
finiert, und Proposition @ sowie die daraus resultiernde konkrete Jordanzerlegung
verallgemeinern sich ebenso auf M, (k).

Wir wollen das Konzept eines halbeinfachen, bzw. nilpotenten Elementes auf Lie-
Algebren verallgemeinern, wobei wir uns zunéchst auf halbeinfache Lie-Algebren be-
schrinken. Entscheidend hierfiir ist der Begriff eines ad-halbeinfachen, bzw. ad-nilpo-
tenten Elementes.

Definition 1.10. Ein Element X einer Lie-Algebra g heifit ad-halbeinfach, bzw. ad-
nilpotent, falls ad X halbeinfach, bzw. nilpotent ist.

Beispiel 1.11. Es sei g C gl(V) eine lineare Lie-Algebra.

Ist X € g halbeinfach, so ist X auch ad-halbeinfach: Es sei (vq,...,v,) eine Basis
von V aus Eigenvektoren von X, wobei v; ein Eigenvektor zum Eigenwert \; ist. Dann
ist (Eij)i’jzl’m}n mit

Eij(vg) = 0jkv; furallek=1,...,n
eine Basis von gl(V). Fiir alle 4,5,k =1,...,n ist

[X, Eij](vk) = X Eij(ve) — Eij X (vk) = 65X (v;) — AeEij (o)
= X0,k — Aljpv; = (N — Ak)0jkv;
= (N = Aj)0jkvi = (Ai — Nj) Eyj(vg),

und somit
[X,Eij}:(ki—Aj)Ei' fir alle i,j:l,...,n.

Es ist also adgiyy X € Endg(gl(V)) halbeinfach. Da g invariant unter adgyy X ist,
ist damit auch adg X = (adg(vy X)|q halbeinfach.

Ist X € g nilpotent, so ist X auch ad-nilpotent: Es ist adgvy X = Ax — p_x,
wobei Ax die Linksmultiplikation mit X und p_x die Rechtsmultiplikation mit —X
bezeichnet. Da X nilpotent ist, sind es auch Ax und p_x. Da Ax und p_ x kommutieren
ist damit auch adgy) X nilpotent. Da g invariant unter adgy) ist, ist somit auch
adg X = (adgiv) X)|g nilpotent.
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Das néchste Lemma erlaubt es uns, die konkrete Jordanzerlegung auf Lie-Unter-
algebren einzuschrianken, sofern diese halbeinfach sind. Ein Beweis findet sich in [?,
§6.4].

Lemma 1.12. Ist V ein endlichdimensionaler Vektorraum und g C gl(V') eine halb-
einfache Unteralgebra, so enthdlt g die halbeinfachen und nilpotenten Teile aller ihrer
Elemente.

Ist g eine beliebige halbeinfache Lie-Algebra, so ist kerad = Z(g) = 0 und deshalb
ad: g — adg ein Isomorphismus von Lie-Algebren. Dies erlaubt zusammen mit dem

vorherigen Lemma die Verallgemeinerung der Jordanzerlegung auf beliebige halbein-
fache Lie-Algebren.

Proposition 1.13 (Abstrakte Jordanzerlegung). Ist g eine halbeinfache Lie-Algebra,
so gibt es fiir jedes Element X € g eindeutige X, X,, € g, so dass

1. X =X,+X,,
2. X, ist ad-halbeinfach und X, ist ad-nilpotent,
3. X5 und X,, kommutieren.

Xs und X, sind eindeutig dadurch bestimmt, dass
ad(Xs) =(ad X)s; wund ad(X,)=(ad X),
Ein Element aus g kommutiert genau dann mit X, wenn es mit Xg und X,, kommutiert.

Definition 1.14. Ist g eine halbeinfache Lie-Algebra und X € g, so heifit die Zerlegung
X = X, + X, aus Proposition die (abstrakte) Jordanzerlegung von X. X ist der
halbeinfache Teil von X und X, der nilpotente Teil von X. X heilit halbeinfach, falls
X = X, und nilpotent falls X = X,.

Bemerkung 1.15. Es sei g eine halbeinfache Lie-Algebra.

1. X € g ist genau dann halbeinfach, bzw. nilpotent, wenn X ad-halbeinfach, bzw.
ad-nilpotent ist.

2. Ist g linear, so folgt aus der Eindeutigkeit der abstrakten Jordanzerlegung, dass
die abstrakte und die konkrete Jordanzerlegung auf g iibereinstimmen. Dem-
entsprechend werden wir in diesem Fall nicht zwischen konkreter und abstrakter
Jordanzerlegung unterscheiden.

Da fiir eine halbeinfache Lie-Algebra g der Isomorphismus ad: g — adg mit der
abstrakten und konkreten Jordan vertraglich ist, ergibt sich zusammen mit [?, Korollar
6.4] das folgende Lemma.

Lemma 1.16 (Funktorialitit der Jordanzerlegung). FEs seien g1 und go zwei halbein-
fache Lie-Algebren und X € g1 mit Jordanzerlegung X = Xs+ X,,. Ist ¢: g1 — g2 ein
Homomorphismus, so ist $(Xs) = ¢(X)s und ¢(X,,) = ¢(X)n.
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Wir halten schliellich noch das folgende niitzliches Ergebnis fest.

Lemma 1.17. Es sei g eine Lie-Algebra und X € g ad-halbeinfach und g = @ ¢, 9x
die Eigenraumzerlegung von ad H. Dann ist [gx, 8u] C gayp fir alle A, p € k.

Beweis. Fiir Y7 € gy und Y3 € g, ist nach der Jacobi-Identitét
(X, Y1, Ya]] = [[X, Y1), Ya] + [V, [X, Yal| = A1, Yol + p[Y1, Vo] = (A + p)[Y1, Yal,

also [Y1,Y3] € gagp. O

1.3 sl,-Theorie

s5ly(k) ist die kleinste nicht-triviale halbeinfache Lie-Algebra, und die Klassifikation der
endlichdimensionalen Darstellungen von sly(k) ist ein klassisches und méchtiges Hilfs-

mittel zur Untersuchung halbeinfacher Lie-Algebren. Beweise der folgenden Aussagen
finden sich in [?, §7].

Definition 1.18. Die Standardbasis (e, h, f) von sly(k) ist gegeben durch

0 1 1 0 0 0
e::(o 0), h::(o _1) und f::(1 0).

Fiir die Standardbasis gilt
[h,e] =2e, [h,f]=-2f und e, f]=nh.
Ist V eine Darstellung von sly(k), so schreiben wir
Vw={veV |h-v=XM} firalleck.

Eine der fundamentalen Erkenntnisse iiber sly(k) ist die Klassifikation der endlichdi-
mensionalen, irreduziblen Darstellungen von slz (k).

Proposition 1.19. Fir jedes n > 1 gibt es bis auf Isomorphie genau eine n-dimensi-
onale irreduzible Darstellung V™ von sly(k). Dabei ist

V=Vt eV 3o---a VeV,
mit dim V" =1 fir allei=-n+1,—n+3,...,n—1. e und f wirken auf V" durch
e V\'=Vy und f-V =V, [firalle\cZ.

Insbesondere gibt es eine Basis b_p11,b_nis...,bp—1 € V™ mit b; € V; fiir alle
t=-n+1,...,n—1, sowie

b biyo firi=-n+1,...,n—3,
e-b;, =
0 firi=n-—1.
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Da nach dem Satz von Weyl jede endlichdimensionale Darstellung von sla(k) halb-
einfach ist, lassen sich damit alle endlichdimensionalen Darstellungen von sl (k) ver-
stehen.

Korollar 1.20. Es sei eine V eine endlichdimensionale Darstellung von slz(k). Dann
gibt es eine Zerlegung V = P45, DL, Wi in irreduzible Unterdarstellungen W%
mit Adm W =d. Fir alled> 1 und i =1,...,vy ist dann

di _ i di dyi dyi
WH =W 0W i@ 0 Wi oWy,

wobei alle Summanden eindimensional sind, und somit auch V = @, c, Vi, mit

-QPvi- @ Dur

d>1 i=1 p>0 i=1
d=|n|$142p 1 dim.

Insbesondere ist dimV,, = @p>07d=‘n|+1+2p vg und dimV,, = dimV_,, fir alle n > 0,
sowie dimV = dim Vg + dim V;. Zudem ist vg = dim Vy_y — dim V1 fiir alle d > 1.

Ein erster Schritt, um eine Lie-Algebra g mithilfe der obigen sls-Theorie zu unter-
suchen, besteht darin, sls(k) in g einzubetten.

Definition 1.21. Ein sly-Tripel in einer Lie-Algebra g ist ein Tupel (F, H, F') von
Elementen E, H, F € g, so dass [H,E| =2E, [H,F] = —2F und [E,F| = H.

Ein sly-Tripel T := (E, H, F)) in g beschreibt einen Homomorphismus ¢r: sla(k) — g
durch ¢r(e) = E, or(h) = H und or(f) = F. Ist andererseits ¢: slo(k) — g ein Lie-
Algebra-Homomorphimus, so ist (¢(e), #(h), #(f)) ein slp-Tripel in g. Fir

Homy,ie(sl2(k), g) == {¢: sla(k) — g | ¢ ist ein Lie-Algebra-Homomorphisms}

ergibt sich damit die folgende Korrespondenz.

Lemma 1.22. Ist g eine Lie-Algebra, so gibt es eine Bijektion

{sly-Tripel in g} — Homyc(sl2(k), g),
Tr— (bT,

(¢(e), o(h), &(f)) — ¢

ein sl-Tripel in g, so wird g zu einer endlichdimensionalen Dar-

Ist T = (E, H,F)
) durch

stellung von sls(
sta(k) 2% g =% gl(g).

Da sly(k) einfach ist, ist fiir jedes ¢ € Hompic(sl2(k), g) entweder ¢ = 0 oder ¢
injektiv. Entsprechend nennen wir (0,0,0) das triviale sly-Tripel. Ist (E, H, F) ein sls-
Tripel mit 0 € {E, H, F'}, so folgt, dass es sich bereits um das triviale sly(k)-Tripel
handelt.

10
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1.4 Cartan-Unteralgebren und Wurzelraumzerlegung

In diesem Schnitt erinnern an das grundlegende Konzept einer Cartan-Unteralgebra ei-
ner halbeinfachen Lie-Algebra. Wir erlautern das Zustandekommen der resultierenden
Wurzelraumzerlegung und halten einige ihrer elementaren Eigenschaften fest.

Definition 1.23. Eine Unteralgebra h C g einer Lie-Algebra g heifit toral falls h aus
ad-halbeinfaches Elementen besteht.

Beispiel 1.24. Die Unteralgebra der Diagonalmatrizen 9, (k) C gl,, (k) besteht aus
halbeinfachen Elementen (in der Sinne der konkreten Jordanzerlegung) und damit aus
ad-halbeinfachen Elementen.

Nach gleicher Argumentation ist h := 9,(k) N sl,, (k) eine torale Unteralgebra von
s, (k) und 9,,(k) eine torale Unteralgebra von t,, (k).

Ist allgemeiner § C g eine torale Unteralgebra und g’ C g eine Lie-Unteralgebra, so
ist b’ :== h N g’ eine torale Unteralgebra von g’: Fir jedes = € ' ist ady = halbeinfach,
und somit auch ady z = (adg )|y .

In jedem der obigen Beispiele ist die torale Unteralgebra abelsch. Wie aus [?, §8.1]
bekannt ist dies kein Zufall.

Lemma 1.25. Torale Unteralgebren sind abelsch.

Diese Kommutativitdt hat entscheidende Konsequenzen fiir die adjungierte Dar-
stellung einer toralen Unteralgebra: Ist h C g eine torale Unteralgebra, so besteht
adg h C Endy(g) aus halbeinfachen, paarweise kommutierenden Endomorphismen. Die-
se sind simultan diagonalisierbar, weshalb g = Gaaeh* g Mmit

9o = {z € g [h, 2] = a(h)z fir alle h € h}.

Die Elemente a € h* mit g, # 0 spielen eine bedeutend Rolle bei der Untersuchung
von g durch b.

Definition 1.26. Fiir eine torale Unteralgebra h C g einer Lie-Algebra g sei

®(g,h) = {a € h"\ {0} | ga # 0}.

In halbeinfachen Lie-Algebren, in denen (ad)-halbeinfache Elemente mithilfe der
Jordanzerlegung verstanden werden konnen, spielen maximale torale Unteralgebren
eine besondere Rolle.

Definition 1.27. Eine Cartan-Unteralgebra (CSA) einer halbeinfachen Lie-Algebra g
ist eine maximale torale Unteralgebra ) C g. Die Elemente von ®(g, h) heilen Wurzeln
von g beziiglich b.

Ist g eine halbeinfache Lie-Algebra mit CSA §h C g, so ist h C go, da h abelsch ist.
Wie in [?, §8.2] ergibt sich auch die Umkehrung.

Lemma 1.28. Isth C g eine CSA einer halbeinfachen Lie-Algebra g, so ist Zg(h) = b,
d.h. b ist selbstzentralisierend.

11
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Fiir eine halbeinfache Lie-Algebra g und CSA §h C g ergibt sich mit den Wurzeln
® = ®(g,h) damit eine Zerlegung

i=Po=0Po.=beP 0.,

a€eh* aed acd
da go =0 fiir o ¢ ®U {0} und go = Z4(h) = b.
Definition 1.29. Es sei g eine halbeinfache Lie-Algebra und h C g eine CSA. Die

Zerlegung
g=ha @ a
acd

mit ¢ := O(g, h) ist die Wurzelraumzerlegung von g beziglich . Die Rdume g,, a € @
sind die entsprechenden Wurzelrdume

Beispiel 1.30. Es sei g = sl,(k) und b := 9,,(k) Nsl, (k) die Unteralgebra der Diago-
nalmatrizen. ) ist eine torale Unteralgebra von g.

b ist bereits eine CSA. Ist b’ C g eine beliebige CSA, so besteht §’ aufgrund der
Ubereinstimmung der konkreten und abstrakten Jordanzerlegung aus halbeinfachen
Elementen. Da §’ abelsch ist, sind die Elemente aus §’ simultan diagonalisierbar.
Es gibt also S € GL, (k) mit Sp’S~! C 9,(k). Die Konjugation mit S ist ein Lie-
Algebra-Automorphismus von gl,, (k) ist unter dem g invariant ist, der sich also zu
einem Automorphismus von g einschrinken ldsst. Daher ist Sh’S—! eine CSA von g
mit Sh’S~1 C b, woraus wegen der Maximalitit von Sh’S~! folgt, dass h = Sh’S~1.

Fir X = diag(A1,...,A,) € hist

[X,E”}:(AlfA])El fir alle i,jil,...,n,
wobei (Ejj)1<i,j<n die Standardbasis von gl,, (k) bezeichnet. Fir 1,...,¢, € b* mit
gi(diag(A1,...,An)) =X; firallei=1,...,n

ist daher
Oei—e; = kB firalle 1 <i# j <n.

Damit ergeben sich fiir g beziiglich § die Wurzeln
P(g,h) ={ei —¢; |1 <i#j<n}
und die Wurzelraumzerlegung
0=b&Po.=boPkE;.
acd i#£]

In diesem Beispiel zeigen sich bereits einige elementare Eigenschaften der Wurzel-
raumzerlegung, die wir hier noch festhalten wollen. Beweise finden sich in [?, §8.3 —
§8.5].
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1.5 Reduktive Lie-Algebren

Proposition 1.31 (Eigenschaften der Wurzelraumzerlegung). FEs seien g eine halb-
einfache Lie-Algebra, h C g eine CSA und ® := ®(g,b) die entsprechenden Wurzeln.

1. @ erzeugt b* als k-Vektorraum.
Ist ay,...,a € @ eine k-Basis von h*, so ist & C spang(ay,...,an).
Fir alle o € @ ist kaN® = {—a, a}.

Die Wurzelrdume g, o € ® sind 1-dimensional.

A N

Fiir alle a, 8 € ® ist

=0 fallsa+ 8 ¢ @,
[gavgﬁ] = Ba+p falls o+ B € @,
Ch falls a = —p.

6. Es sei o € V. [ga,9-a] C b ist eindimensional und o([ga, §—al) # 0.

Insbesondere gibt es ein eindeutiges ho € [ga, 8—a] Mmit alhy) = 2 und khy =
[0, 9—a]. Ferner ist

Sa ::ga@kha Dg—a gh

eine Unteralgebra mit So, = sla(k).

1.5 Reduktive Lie-Algebren

Reduktive Lie-Algebren enstehen durch das Hinzufligen eines Zentrums zu einer halb-
einfachen Lie-Algebra, und sind eine Verallgemeinerung der solchen. Die Lie-Algebra-
Struktur einer reduktiven Lie-Algebra ist durch die zugrundelegende halbeinfache Lie-
Algebra bereits eindeutig bestimmt. Dies fithrt dazu, dass sich viele Konzepte und
Aussagen aus der Theorie halbeinfacher Lie-Algebren direkt auf reduktive verallge-
meinern lassen.

1.5.1 Definition

Lemma 1.32. Fir eine Lie-Algebra g sind dquivalent:
1. g=Z(g) & [g,9] und [g,g] ist halbeinfach.
2. g=ads fir ein abelsches Ideal a und ein halbeinfaches Ideal s.
3. Die adjungierte Darstellung von g ist halbeinfach.
4. radg = Z(g).

Ferner gilt in @ bereits a = Z(g) und s = [g, g].

13
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Beweis. (@ = a) ad g ist halbeinfach, da

adg = g/Z(g) = g/rad g.

Nach dem Satz von Weyl ist deshalb g halbeinfach als (ad g)-Modul
(E = P)) Es existiert eine Zerlegung

g=a1 B - Da,Bs51 D DB5py

in irreduzible Ideale, wobei dima; = 1 und dims; > 2. Als Lie-Algebren sind die a;
damit abelsch und die s; einfach. Also ist a := a; ®- - -®a,, abelsch und s = 51 ®- - - s,y
halbeinfach mit g = a @ s.

B =) Esist Z(g) = Z(a) ® Z(s) = a und [g, g] = [s,5] = s.

(I = W) Es ist rad g = rad(Z(g)) @ rad([g, g]) = Z(g). O

Definition 1.33. Eine Lie-Algebra g heifit reduktiv falls sie eine (und damit alle) der
Bedingungen in Lemma M erfiillt.

Beispiel 1.34. Abelsche und halbeinfache Lie-Algebren sind reduktiv. Endliche Pro-
dukte von reduktiven Lie-Algebren sind ebenfalls reduktiv.

gl,, (k) ist reduktiv, da Z(gl,(k)) = kI sowie [gl,(k), gl,,(k)] = sl,,(k) mit gl,,(k) =
kI @ s, (k).

Die oberen Dreiecksmatrizen t,(k) sind fiir n > 2 nicht reduktiv. Zum einen ist
Z(tn(k)) = kI und [t,(k), t, (k)] = un(k), aber t,(k) D kI & u, (k). Zum anderen ist
auch rad t, (k) = t, (k) # 0, (k) = Z(t,,(k)).

Das Beispiel t,(k) C gl, (k) zeigt auch, dass Lie-Unteralgebren reduktiver Lie-
Algebren nicht notwendigerweise selber reduktiv sind.

Die Zerlegung einer reduktiven Lie-Algebra in ihr Zentrum und ihren halbeinfachen
Teil ist in gewissem Rahmen mit Homomorphismen vertréglich.

Lemma 1.35. Es seien g1 und go zwei reduktive Lie-Algebren mit s1 = [g1,91] und
S9 = [g2, go]. Ist ¢: g1 — g2 ein Homomorphismus, so ist ¢(s1) C so.

Beweis. Es ist 51 = [s1,51], da s; halbeinfach ist. Also ist

P(s1) = d([s1,51]) = [@(51), ¢(51)] C [92, 92| = 52 O

Bemerkung 1.36. Die analoge Aussage fiir die Zentren von g; und go gilt im All-
gemeinen nicht. So ist etwa die Inklusion d3(k) < gly(k) ein Homomorphismus, aber
Z(03(k)) = 0a(k) C kI = Z(gly(k)).

1.5.2 Halbeinfache und Nilpotente Elemente

Wir wollen auch das Konzept halbeinfacher und nilpotenter Elemente auf reduktive
Lie-Algebren verallgemeinern.

In M, (k), sowie Endg (V) fiir einen endlichdimensionalen Vektorraum V, sind die
halbeinfachen und nilpotenten Elemente iiber die konkrete Jordanzerlegung charakte-
risiert. In einer halbeinfachen Lie-Algebra g sind halbeinfache und nilpotente Elemente
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1.5 Reduktive Lie-Algebren

durch die adjungierte Darstellung charakterisiert, iiber die sich aus der konkreten Jor-
danzerlegung in ad g die abstrakte Jordanzerlegung in g ergibt.

Die verschiedenen Konzepte von Halbeinfachkeit und Nilpotenz in g sind miteinander
vertriglich: € g genau dann halbeinfach, bzw. nilpotent, wenn x ad-halbeinfach, bzw.
ad-nilpotent ist. Ist g zusétzlich linear, so stimmen diese Begriffe auflerdem mit denen
der konkreten Jordanzerlegung iiberein.

Fiir eine reduktive Lie-Algebra g entsteht das Problem, dass Z(g) nicht notwen-
digerweise trivial ist. Insbesondere sind die Element in Z(g) sowohl ad-halbeinfach
als auch ad-nilpotent. Ist g zusétzlich linear, so konnen wir halbeinfache und nilpo-
tente Element in g deshalb nicht notwendigerweise iiber die adjungierte Darstellung
beschreiben.

Beispiel 1.37. Die Lie-Algebra

o~ lese

ist abelsch und damit reduktiv. Da die adjungierte Darstellung trivial ist konnen wir
iiber sie keine Riickschliisse auf einzelne Elemente in g ziehen. Inbesondere liefert
die adjungierte Darstellung keine Aussagen iiber Halbeinfachkeit und Nilpotenz eines
Elementes in g.

Im Allgemeinen diirfen wir also nicht darauf hoffen, die halbeinfachen und nilpoten-
ten Elemente einer linearen reduktiven Lie-Algebra iiber die adjungierte Darstellung
charakterisieren zu kénnen.

Um ein Konzept von halbeinfachen und nilpotenten Elementen in einer redukti-
ven Lie-Algebra zu entwickeln, charakterisieren wir zunéchst ad-halbeinfache und ad-
nilpotente Elemente {iber die zugrundeliegende halbeinfache Lie-Algebra.

Lemma 1.38. Es sei g eine reduktive Lie-Algebra mit s = [g,g]. Es sei x € g mit
x = x1 + x2 beztiglich g = Z(g) ® s. Dann ist x genau dann ad-halbeinfach, bzw.
ad-nilpotent, wenn xo € s halbeinfach, bzw. nilpotent ist (im Sinne einer halbeinfachen
Lie-Algebra).

Ist g zusdtzlich linear, so ist dies insbesondere dquivalent dazu, dass o halbeinfach,
bzw. nilpotent im Sinne der konkreten Jordanzerlequng ist.

Beweis. Beziiglich g = Z(g) @ s ist
adge =0®ads 22 und ads 2 = (adg x)s.

Deshalb ist x genau dann adg-halbeinfach, bzw. adg-nilpotent, wenn x5 ads-halbein-
fach, bzw. ads-nilpotent ist. Da s halbeinfach ist, ist dies dquivalent dazu, dass =z
halbeinfach, bzw. nilpotent ist. O

Ist g eine lineare reduktive Lie-Algebra, so dass sich Z(g) gut genug verhélt, konnen
wir deshalb die halbeinfachen und nilpotenten Elemente iiber die adjungierte Darstel-
lung charakterisieren.
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Lemma 1.39. Es sei g eine lineare reduktive Lie-Algebra, so dass Z(g) aus halbein-
fachen Elementen besteht. Dann gilt fir alle x € g:

1. = ist genau dann halbeinfach, wenn x ad-halbeinfach ist.
2. x ist genau dann nilpotent, wenn x ad-nilpotent ist und x € [g, g].
Beweis. Es sei s == [g, g].

1. Ist x halbeinfach, so ist = nach Beispiel auch ad-halbeinfach. Andererseits sei
x € g ad-halbeinfach mit x = x;+xz2 beziiglich g = Z(g)®s. Nach Lemma ist
x9 damit halbeinfach. Da z; € Z(g) kommutieren x; und x5 auch miteinander.
Da 1 und x5 halbeinfach sind und kommutieren ist auch = 21 +x2 halbeinfach.

2. Ist x adg-nilpotent mit = € s, so ist x nach Lemma nilpotent.

Es sei andererseits x nilpotent. Dann ist  nach Beispiel insbesondere ad-
nilpotent und es gilt zu zeigen, dass = € s. Es sei * = x1 + x5 beziiglich g =
Z(g) @ 5. Nach Annahme ist 21 halbeinfach. Da 2 ad-nilpotent ist, ist x5 nach
Lemma m nilpotent. Da 21 € Z(g) kommutieren x; und x5 miteinander. Damit
erfiillen z; und x5 alle Eigenschaften der konkreten Jordanzerlegung von x, wobei
x1 der halbeinfach Teil von z und x5 der nilpotente Teil von x ist. Da x nilpotent
ist gilt bereits x = x5 € 5. O

Dies motiviert die Definition halbeinfacher und nilpotenter Elemente in einer belie-
bigen reduktiven Lie-Algebra.

Definition 1.40. Es sei g eine reduktive Lie-Algebra. x € g heifit halbeinfach, wenn
x ad-halbeinfach ist. z heifit nilpotent, wenn z € [g, g] und x ad-nilpotent ist.

Ist g eine lineare reduktive Lie-Algebra, so besteht Z(g) aus halbeinfachen Elementen
im Sinne der obigen Definition. Sind diese Elemente auch schon halbeinfach im Sinne
der konkreten Jordanzerlegung, so besagt Lemma , dass die obige Definition der
konkreten Jordanzerlegung entspricht. Stimmt andererseits die obige Definition mit
der konkreten Jordanzerlegung, so muss Z(g) aus halbeinfachen Elementen bestehen.
Damit ergibt sich das folgende Korollar aus Lemma [1.39.

Korollar 1.41. Ist g eine lineare reduktive Lie-Algebra, so stimmt Definition
genau dann mit der konkreten Jordanzerlegung tberein, wenn die Elemente in Z(g)
halbeinfach im Sinne der konkreten Jordanzerlequng sind.

So wie wir fiir lineare halbeinfache Lie-Algebren nicht zwischen der abstrakten
und konkreten Jordanzerlegung unterscheiden, werden wir fiir lineare reduktive Lie-
Algebren wie in Lemma @ auch_nicht zwischen halbeinfachen, bzw. nilpotenten
Elementen im Sinne von Definition M und im Sinne der konkreten Jordanzerlegung
unterscheiden.

Sofern wir zwischen halbeinfachen, bzw. nilpotenten Elementen im Sinne von Defini-
tion [1.40 und im Sinne der konkreten Jordanzerlegung unterscheiden miissen, sprechen
wir von abstrakt halbeinfach und abstrakt nilpotent, sowie von konkret halbeinfach und
konkret nilpotent.
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Beispiel 1.42. Es sei g eine Lie-Algebra.

1. Ist g halbeinfach, so stimmt Definition mit der abstrakten Jordanzerlegung
iiberein.

2. Ist g halbeinfach und linear, so ist Z(g) = 0 und Definition stimmt mit der
konkreten Jordanzerlegung iiberein.

3. Da Z(gl,,(k)) = kI stimmt Definition mit der konkreten Jordanzerlegung
und somit dem iiblichen Konzept halbeinfacher und nilpotenter Element tiberein.

o~ lese)

abelsch ist, ist Z(g) = g. Da g nicht aus konkret halbeinfachen Elementen be-
steht, stimmt Definition m nicht mit der konkreten Jordanzerlegung tiberein.

1.5.3 Cartan-Unteralgebren

In diesem Abschnitt verallgemeinern wir den Begriff einer Cartan-Unteralgebra auf re-
duktive Lie-Algebren und untersuchen, wie die Cartan-Unteralgebren einer reduktiven
Lie-Algebra mit denen der unterliegenden halbeinfachen Lie-Algebra zusammenhéan-
gen.

Definition 1.43. Eine Cartan-Unteralgebra einer reduktiven Lie-Algebra g ist eine
maximale torale Unteralgebra h C g und die Elemente von ®(g, ) sind die Wurzeln
von g beziiglich b.

Bemerkung 1.44. 1. Eine CSA einer reduktiven Lie-Algebra besteht aus halbein-
fachen Elementen und ist maximal mit dieser Eigenschaft.

2. Jedes halbeinfache Element X € g ist in einer CSA enthalten; es ist ndmlich
kX C g eine torale Unteralgebra, und diese ist in einer toralen Unteralgebra b
von maximaler Dimension enthalten. Wegen der Dimensionsmaximalitit ist b
maximal unter den toralen Unteralgebren.

3. Insbesondere ergibt sich mit X = 0, dass in jeder reduktiven Lie-Algebra CSA
existieren.

Beispiel 1.45. Ist g eine abelsche Lie-Algebra, so ist g selbst die eindeutige CSA in
g.

0, (k) C gl,,(k) ist nach Beispiel eine torale Unteralgebra. Da ., (k) nach Korol-
lar aus halbeinfachen Elementen besteht, ergibt sich analog zu Beispiel , dass
0,,(k) bereits eine CSA von gl,, (k) ist; es ergibt sich ebenfalls analog, dass alle CSA in
gl,, (k) unter der Konjugationswirkung von GL,, (k) konjugiert zu 0,,(k) sind.

Um die CSA einer reduktiven Lie-Algebra zu verstehen, geniigt es, die CSA der
zugrundeliegenden halbeinfachen Lie-Algebra zu verstehen.
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Lemma 1.46. FEs sei g eine reduktive Lie-Algebra, a == Z(g) und s := [g,g]. Dann
gibt es eine Bijektion

{CSA ing} <« {CSAins},
b — hNs,
ad b’ i b
Beweis. 1. Ist h C g eine CSA, soist a C g. a+ b C g ist eine Unteralgebra und da

adg(a+h) = ady b ist a+b toral. Wegen der Maximalitét von b folgt, dass a+h =h
und somit a C bh.

2. Ist b’ C s eine torale Unteralgebra, so ist a ® h’ C g eine torale Unteralgebra.
z € a® b’ wirkt trivial auf a und halbeinfach auf s und damit halbeinfach auf g.
Also ist x halbeinfach.

3. Ist h C g eine torale Unteralgebra, so ist §’ := hNs C s eine torale Unteralgebra.
Als Schnitt zweier Unteralgebren ist ' eine Unteralgebra von g und damit auch
von s. Fir z € b ist adgz halbeinfach und s ist ady 2-invariant, also ist auch
ads z = (ady x)|s halbeinfach.

4. Ist h C g eine CSA, so ist h’ :== hNs C s eine CSA. b’ ist toral, und wire b’ keine
CSA, so gebe es eine CSA b C s die b’ echt enthilt. Dag=a®s und a C b ist

h=ad(hNs)=ad b

Deshalb wiire a®h C g eine torale Unteralgebra, die hh echt enthélt, im Widerspruch
zur Maximalitdt von b.

5. Ist b’ C s eine CSA, so ist h := a® b’ C g eine CSA. Wiire h keine CSA, so gebe es
eine CSA h C g die b echt enthélt. Da g = a® s und a C h wire dann
a®(hns)=h2h=adl,

und somit 6 Ns 2 . Da Ia N s eine torale Unteralgebra ist widerspricht dies der
Maximalitat von b'. O

Damit kénnen wir viele Aussagen, die fiir CSA in halbeinfachen Lie-Algebren gelten,
auf reduktive verallgemeinern. Wir beginnen mit Lemma [L.2§.

Korollar 1.47. Es sei g eine reduktive Lie-Algebra und b C g eine torale Unteralgebra.
Dann ist i genau dann eine CSA, wenn by selbstzentralisierend ist.

Beweis. Wegen der Reduktivitdt von g ist s := [g, g] halbeinfach.
Ist h eine CSA von g so gibt es nach Lemma M eine CSA b’ von s mit h = Z(g)dh’.
Nach Lemma ist Zs(h') =b'. Da g = Z(g) @ s ist damit
Zy(h) = Zz(5)(Z(9)) © Zs(b') = Z(g) &b’ = b.

Ist andererseits b keine CSA, so gibt es eine CSA b’ von g die b echt enthélt. Da torale
Unteralgebren abelsch sind ist h C §’ C Zy(h). Also ist b nicht selbstzentralisierend.
O
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Hieraus ergibt sich die Vertraglichkeit von CSA mit passenden Unteralgebren.

Korollar 1.48. FEs sei g eine reduktive Lie-Algebra, g’ C g eine reduktive Unteralgebra
und h C g eine CSA mit h C g'. Dann ist h eine CSA von g'.

Beweis. Da b eine torale Unteralgebra von g ist, ist ady x fiir jedes = € b halbeinfach.
Da g’ eine Unteralgebra mit h’ C g’ ist, ist g’ invariant unter adgz. Also ist auch
ady « = (adg x)|g halbeinfach. Das zeigt, dass b eine torale Unteralgebra von g’ ist.
Es ist Zg(h) = b, da b eine CSA von g ist. Daher ist auch Zy () = b, also h nach
Korollar bereits eine CSA von g¢'. O

Bemerkung 1.49. Ist g eine reduktive Lie-Algebra, g’ C g eine reduktive Unteralge-
bra und § C g eine CSA, so ist h N g’ zwar eine torale Unteralgebra von g’, aber nicht
notwendigerweise eine CSA. So ist etwa 03(k) eine CSA von gly(k), und

(D

eine abelsche, und damit reduktive Unteralgebra von g. Da g’ abelsch ist, ist aber g’
selbst die einzige CSA von g', aber d3(k) N g’ = k1.

1.6 Innere Automorphismen

In diesem Abschnitt gehen wir auf die Konjugationsbeziehung von CSA in halbeinfache
Lie-Algebren ein und verallgemeinern diese auf reduktive Lie-Algebren. Eine beson-
dere Rolle spielen hierbei die inneren Automorphismen einer Lie-Algebra g, die eine
Untergruppe Intg von Aut g bilden. Wir kénnen Int g besser kontrollieren und ver-
stehen als die gesamte Gruppe Aut g, und alle Konjugationsaussagen werden sich auf
Int g beziehen. Dabei orientieren wir uns in unserer anfanglicher Behandlung innerer
Automorphismen an [?, §2.3].

Es sei g eine Lie-Algebra und a: g — g ein nilpotenter Endomorphismus von g.

Dann ist
el n

exp(a) == Z %

n=0

ein wohldefinierter Endomorphismus von g. Ist b: g — g ein weiterer nilpotenter En-
domorphismus von g, der mit a kommutiert, so ist auch ab nilpotent und

exp(ab) = exp(a) exp(b).

Insbesondere ist
exp(a) exp(—a) = exp(0) = id,

und somit exp(a) € GL(g) mit exp(a)~! = exp(—a).
Ist a zusatzlich eine Derivation von g, also

a([z,y]) = [a(z),y] + [z,a(y)] fiir alle 2,y € g,
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so ergibt sich aus der Leibniz-Regel
a™([z,y]) = Z (Z) [a(x),a"*(y)] fir alle 2,y € g, n €N,
=0

dass exp(a) sogar ein Lie-Algebra-Automorphismus von g ist.
Insbesondere ist damit exp(ad z) € Aut g fiir jedes ad-nilpotente x € g.

Definition 1.50. Es sei g eine Lie-Algebra. Int g C Aut g ist die Untergruppe, die von
den Automorphismen exp(ad x), mit ad-nilpotenten x € g, erzeugt wird. Die Elemente
von Int g heilen innere Automorphismen.

Beispiel 1.51. sly(k) hat die geordnete Basis B := (e, h, f) mit

=) =6 ) =0

e ist nilpotent und damit auch ad-nilpotent. Beziiglich B ist

0 -2 0 0 2 0
ade = 0 1 und ad—e= 0 -1
0 0
und somit
1 -2 -1 1 2 -1
exp(ade) = 1 1 und exp(ad —e) = 1 -1
1 1

Wir machen hier noch eine weitere Beobachtung: Es gilt auch, dass

exp(e):(l 1) mit exp(e)‘lzerp(—e):(1 1)

und die Konjugation

¢: sla(k) — sly(k),  — exp(e)zexp(e) "

wird beztiglich B durch

1 -2 -1
¢ = 11
1

dargestellt. Also ist ¢ = exp(ade).
Die obige Beobachtung ist kein Zufall.
Lemma 1.52. Fs sei g eine lineare Lie-Algebra und x € g (konkret) nilpotent. Dann
ist
exp(ad z)(y) = exp(x)yexp(z)~"  fir alle y € g.
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Beweis. Es ist adx = A\, + p—,, wobei A\, die Linksmultiplikation mit = und p_, die
Rechtsmultiplikation mit —x bezeichnet. A\, und p_, sind nilpotent, da x nilpotent
ist. Fiir alle y € g ist

exp)(m) = 3 Py = 3 T - (z j;) y = Aoy 0):

n=0 n=0 n=0

Analog ergibt sich, dass

eXP(P—z) = Pexp(—z) = Pexp(z)~1-

Da A\, und p_, kommutieren ist daher fiir alle y € g

exp(ad z)(y) = exp(As + p—z)(y) = exp(Az) exp(p—z)(y)
= Aexp(x)pexp(at)*l (y) = exp(:z:)yexp(x)fl. O

Korollar 1.53. Es sei g eine lineare reduktive Lie-Algebra mit g C gl (k) und G C
GL, (k) eine Untergruppe mit exp(x) € G fir alle nilpotenten x € g. Dann ist jeder
innere Automorphismus durch Konjugation mit einem Element aus G gegeben.

Beweis. Es sei s := [g, g]. Es geniigt die Aussage fiir ad-nilpotentes x € g zu zeigen.
Ist © = 21 + 25 beziiglich g = Z(g) @5, so ist 25 nach Lemma m nilpotent in g sowie
konkret nilpotent. Deshalb ist fiir jedes y € g

exp(ad z)(y) = exp(ad z3)(y) = exp(x2)y exp(z2) ",

wobei nach Annahme exp(z3) € G. O

Beispiel 1.54. 1. Jeder innere Automorphismus von gl (k) ist durch Konjugation
mit einem Element S € GL, (k) gegeben.

2. Es sei B € M, (k), so dass gp reduktiv ist. Ist € gp konkret nilpotent, so ist
exp(x) € Gp. Deshalb ist dann ist bereits jeder innere Automorphismus durch
Konjugation mit einem Element aus G'p gegeben.

Die Lie-Klammer einer reduktiven Lie-Algebra hingt nur von der Lie-Klammer der
unterliegenden halbeinfachen Lie-Algebra ab. Dementsprechend lassen sich auch die
inneren Automorphismen einer reduktiven Lie-Algebra durch die inneren Automor-
phismen der unterliegenden halbeinfachen Lie-Algebra verstehen.

Lemma 1.55. Fs sei g reduktiv und s == [g, g]. Dann ist s invariant unter Int g und

Int g = Ints,
o Ols,

idz(g) DT T
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Beweis. Es sei ¢ € g mit x = x1 + x9 bezliglich g = Z(g) ® s. Dann ist
adgz =0®adszo und adszo = (adg x)s,
und z ist genau dann ad-nilpotent in g, wenn x5 ad-nilpotent in s ist. Ferner gilt dann

exp(adg ) = exp(0 © ads 22) = idz(g) © exp(ads z2).

Damit ist
Ints = (exp(ads z) | © € s ist nilpotent)
und
Intg = <idZ(g) @ explads z) | z € 5 ist nilpotent> ,
wodurch sich die Aussage ergibt. O

Wir kommen nun zu der grundlegenden Konjugationsaussage dieses Abschnittes.
Wie wir bereits in Beispiel gesehen haben, sind je zwei CSA von sl,, (k) konjugiert
zueinander unter der Konjugationswirkung von GL,, (k). Dies verallgemeinert sich auf
beliebige halbeinfache Lie-Algebren unter der Wirkung von Int g. Ein Beweis findet
sich in [?, §16.4].

Lemma 1.56. Ist g eine halbeinfache Lie-Algebra so sind alle CSA von g konjugiert
unter Int g, d.h. fiir je zwei CSA by1,ha C g gibt es o € Int g mit o(h1) = bo.

Wie wir bereits in Beispiel gesehen haben, sind auch in der reduktiven Lie-
Algebra gl,, (k) alle CSA unter der Konjugationswirkung von GL,,(k) konjugiert zuein-
ander. Fiir eine beliebige reduktive Lie-Algebra ergibt sich dies als Verallgemeinerung
von Lemma [1.56.

Korollar 1.57. Ist g eine reduktive Lie-Algebra, so sind alle CSA von g konjugiert
unter Int g.

Beweis. Es seien b1, b C g zwei CSA. Nach Lemma gibt es zwei CSA b}, b} C

[g, 9] mit h; = Z(g) @ b} und hs = Z(g) & b,. Nach Lemma gibt es 7 € Intlg, g]
mit 7(h}) = b5. Nach Lemma ist 0 = idy(g) @ 7 € Int g mit

o(b1) = (g @7)(Z(g9) © b)) = Z(g) ® by = ba. O

Ist g C gl,,(k) eine reduktive Lie-Unteralgebra, so ist jeder innere Automorphis-
mus von g durch Konjugation mit einem Element aus GL, (k) gegeben. Insbesondere
lasst sich jeder innere Automorphismus von g zu einem inneren Automorphismus von
gl,, (k) fortsetzen. Diese Beobachtung kénnen wir auf beliebige reduktive Lie-Algebren
verallgemeinern

Lemma 1.58. Es sei g = Z(g) Ds eine reduktive Lie-Algebra und g’ C g ein reduktive
Unteralgebra mit ¢’ = Z(g') @ s’. Dann ldsst sich jeder innere Automorphismus von g’
zu einem inneren Automorphismus von g fortsetzen.
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1.6 Innere Automorphismen

Beweis. Es geniigt die Aussage fiir exp(ady x) fiir adg-nilpotentes z € g’ zu zeigen.

Nach Lemma @ ist x5 ein nilpotentes Element der halbeinfachen Lie-Algebra s'.
Mit der Inklusion g’ < g folgt aus Lemma , dass xo € 5. Aus der Funktorialitat

der Jordanzerlegung ergibt sich auflerdem, dass x5 bereits ein nilpotentes Element von

5 ist.
Also ist ad; z2 nilpotent und damit auch adg 2 = 0 @ ads(z2) nilpotent. Damit ist

exp(adg z2) € Int g, und da

adg x = ady 2 = (adg z2)|y
ist
exp(ady x) = exp(adg z2)|y- O
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Kapitel 2

Klassifikation halbeinfacher Orbiten

Ein klassisches Problem der linearen Algebra besteht darin, die halbeinfachen Elemen-
te in gl, (k) zu verstehen, und der klassische Ansatz hierfiir besteht darin, nicht die
halbeinfachen Elemente selbst zu betrachten, sondern ihre Konjugationsklassen unter
GL,, (k).

Konkret ergibt sich, dass jede halbeinfache Matrix konjugiert zu einer Diagonalma-
trix ist, und je zwei Diagonalmatrizen genau dann konjugiert zueinander sind, wenn
sie bis auf Reihenfolge die gleichen Diagonaleintrdge mit gleicher Vielfachheit haben.
Die Orbiten halbeinfacher Matrizen unter GL,, (k) werden deshalb durch k" /S,, para-
metrisiert, wobei .S;, durch Permutation der Eintrage auf k™ wirkt.

In diesem Kapitel verallgemeinern wir dieses Vorgehen auf reduktive Lie-Algebren,
um die halbeinfachen Elemente in diesen besser zu verstehen. Hierfiir kehren wir zu-
néichst zu gl, (k) zuriick und leiten die obige Klassifikation erneut her. Anschliefend
betrachten wir eine beliebige reduktive Lie-Algebra g unter der Wirkung einer passen-
den Gruppe G und verallgemeinern das Vorgehen fiir gl (k) und GL, (k) auf g und
G. Als Anwendung der allgemeinen Theorie klassifizieren wir anschlieBend die Orbi-
ten halbeinfacher Element in so, (k) unter der Konjugationswirkung von O, (k) und
SO, (k), die, sowie die Orbiten halbeinfacher Elemente in sp,,, (k) unter Sp,,, (k).

In unseren Vorgehen orientieren wir uns an [?].

2.1 gl (k)

Als Motivation und zur Entwicklung der allgemeinen Theorie betrachten wir zunéchst
gl,, (k) unter der Konjugationswirkung von GL,, (k).
Fir X € gl, (k) sei
Ox ={SXS™'|SecCL,(k)}

der Orbit von X unter GL,, (k). Ein Orbit O heifit halbeinfach, falls er aus halbeinfachen
Elementen besteht. Dies ist dquivalent dazu, dass O = Ox fiir ein halbeinfaches X €

gl (k).
Unser erster Schritt besteht darin, den Zentralisator eines halbeinfachen Elements
zu verstehen.

Lemma 2.1. Ist g == gl,,(k) und X € g halbeinfach, so ist g% reduktiv.
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2.1 gl (k)

Beweis. Da X halbeinfach ist gibt es S € GL,, (k) mit
SXS™! =diag( A1, .., AL Ary e Ar), (1)

wobei A; # A; fiir ¢ # j, und A; mit Vielfachheit n; vorkommt. Konjugation mit S
ist ein Automorphismus von gl,, (k) der X auf SXS~! abbildet und damit auch g%
auf g3Xs ' Es gentigt daher die Aussage unter der Annahme zu zeigen, dass X eine
Diagonalmatrix der Form ([) ist.

Es sei

X :diag()‘h'"a)‘lvu';Arw'w)‘T) = dlag(:ulahu'n) (2)

und A = (a;5) € g. Der (i, j)-te Eintrag von AX ist pja,; und der (i, j)-te Eintrag von
X A ist p;a;5. Deshalb ist genau dann A € g* wenn

pi = pj oder a;; =0 firaled,j=1,...,n.

Aus (E) ergibt sich damit, dass

Ay
gX: A1Eg[m(k;),...,Areg[nr(k)
Ar
Insbesondere ist
g = gl,, (k) x - x gl, (k)
und damit reduktiv. O]

Hieraus folgt direkt die folgende Beobachtung, die sich im Folgenden als tiberaus
niitzlich erweisen wird:

Korollar 2.2. Es sei g := gl,,(k) und X € gl,, (k) eine Diagonalmatriz mit paarweise
verschiedenen Diagonaleintrigen. Dann ist g~ = 0, (k).

Hieraus folgt wiederum ein niitzlichen Kriterium zur Konstruktion von CSA in li-
nearen reduktiven Lie-Algebren.

Korollar 2.3. Es sei g C gl,, (k) eine reduktive Unteralgebra, die eine Diagonalmatriz
X mit paarweise verschiedenen Diagonaleintragen enthdlt. Dann ist 9,(k) Ng eine
CSA wvon g.

Beweis. 0,(k) ist eine CSA von gl,, (k). Deshalb ist Zy 1)(0n(k)) = 0n(k), sowie

h = 0,(k) N g eine torale Unteralgebra von gl,(k), und damit auch von g. Nach

Annahme hat X € h paarweise verschiedene Diagonaleintrige, weshalb nach Korollar
Zgi, (k)(X) = 0 (k). Damit ist

Zg(b) - Zg[n(k)(X) Ng= Dn(k) Ng=1,

und b somit selbstzentralisierend. Nach Korollar ist b bereits eine CSA von g. O
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Kapitel 2 Klassifikation halbeinfacher Orbiten

Als Néchstes bemerken wir, dass es zur Klassifikation der halbeinfachen Orbiten
gentigt, eine CSA von gl,, (k) zu betrachten.

Lemma 2.4. Es sei g == gl,,(k), O C g ein halbeinfacher Orbit und b C g eine CSA.
Dann gibt es X € h mit O = Ox.

Beweis. Essei X’ € O, also O = Ox-. X’ ist halbeinfach, da O ein halbeinfacher Orbit
ist. Also ist X’ in einer CSA §' C g enthalten. Da alle CSA von_g konjugiert unter Int g
sind, und jeder innere Automorphismus von g nach Korollar durch Konjugation
mit einem Element aus GL, (k) gegeben ist, gibt es S € GL,(k) mit Sh'S~! = b.
Insbesondere ist SX’S~1 € h mit

O:OX/:OSX’S*L D
Damit erhalten wir schliefllich die Klassifikation halbeinfacher Orbiten in gl, (k)
durch die Wirkung von GL,, (k) auf einer CSA von gl,, (k).
Theorem 2.5. Es sei g :=gl,,(k), h C g eine CSA und

W = Necv, ) (h)/ZaL, k) (h)-

Ferner sei

S :={0 C g | O ist ein halbeinfacher Orbit}.

Dann ist die Abbildung
h/W —= S, [X]— Ox.

wohldefiniert und bijektiv.

Beweis. Es geniigt die Aussage fiir Nqgr,, () (h) statt fiir W zu zeigen.
Da b eine CSA von g ist besteht h nach Korollar aus halbeinfachen Elementen.
Deshalb ist Ox fiir jedes X € b ein halbeinfacher Orbit. Also ist die Abbildung

1 h— S, X Ox

wohldefiniert. Nach Lemma @ ist @ surjektiv. Flir X € b ist Ox = Ogxg-1 fiir alle
S € GL,(k), insbesondere also fiir alle S € Ngr,, (1) (h). Also ist die Abbildung

¢:bh/Naw, k) (h) = S, [X] = Ox

wohldefiniert. Da ¢ iiber ¢ faktorisiert ist auch ¢ surjektiv.

Fiir die Injektivitdt von ¢ gilt es zu zeigen, dass X;, X € h mit Ox, = Ox, durch
ein Element aus Ngr,, 1) (h) konjugiert sind. Da Ox, = Ox, gibt es S € GL, (k) mit
SX557 ! = X;. Also sind b, ShS~! zwei CSA von g die X; enthalten. Da CSA abelsch
sind, folgt, dass b, ShS~! C gX'. Nach Lemma @gist g~ reduktiv, und nach Korollar
sind h und SHS~! daher zwei CSA von g*i. Nach Korollar gibt es somit
7 € Int g% mit 7(SHS™1) = b.

Ist y € g% nilpotent, so ist (adgx, y)(X1) =0, also

exp(y) Xy exp(y) " = exp(adyx, y)(X1) = X1,
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2.1 gl (k)

und somit exp(y) € Zar, k) (X1). Nach Korollar ist daher 7 durch Konjugation
mit einem Element T" € Zgr,, (x)(X) gegeben.
Zusammengefasst ist daher

(TS)Xo(TS) ™ =TSX, ST =TX,T7! = X,

und da
(TS)H(TS)™t =TSHS T~ =1(ShS~1) = b,

alsoist T'S € Ngr,, (k) (h). Das zeigt, dass X5 und X; durch ein Element aus Ngr,,, (&) (h)
konjugiert sind. O

Wir wollen nun Theorem @ fiir eine konkrete Berechnung der halbeinfachen Orbiten
in g := gl,, (k) nutzen.

Um Theorem anzuwenden miissen wir zunéchst eine CSA von g wéhlen; wir
entscheiden uns fiir b := 0,,(k). Fiir die Berechnung von Ngr,, 1)(h) und Zgy,, (1)(h) ist
entscheidend, dass b eine Diagonalmatrix mit paarweise verschiedenen Diagonaleintra-
gen enthalt.

Aus Korollar @ folgt damit bereits, dass Zgr, (x)(h) aus Diagonalmatrizen be-
steht, also Zar,, (k) (h) € Dn(k). Da 0, (k) abelsch ist folgt auflerdem, dass D, (k) C
ZGLn,(k)(b)~ Somit ist ZGLW(k)(h) = Dn(k)

Zur Berechnung von Ngr,, () (h) wollen wir die folgende Aussage festhalten, die sich
im weiteren Verlauf als ebenso niitzlich erweisen wie Korollar @

Lemma 2.6. Es sei T C 0,(k) und es gebe X € T mit paarweise verschiedenen
Diagonaleintragen. Unter der Konjugationswirkung von GL,, (k) auf gl,,(k) besteht dann

NGL,,L(k)(T) = {5 € GL, (k) | STS 1 = T}
aus Monomialmatrizen.

Beweis. Es sei X = diag(A1,...,A,) mit A\; # A; fur alle ¢ # j. Auferdem sei
S = (si) € N, (k) (T). Dann ist SXS™! € T, also SXS~! = diag(u1,. .., ftn) und
somit

SX = diag(u1,. .., ftn)S.

Der (i, j)-te Eintrag auf der linken Seite ist \;s;;, der (7, j)-te Eintrag auf der rechten
Seite p;5;;. Es ist also

)\jsij = WiSij fur alle i,j = 17 ey n.
Fir alle ¢, 4,5/ = 1,...,n ist damit
Ajsigsij = pasigsij = sij(isigr) = sij(Ajrsigr) = Ajrsijsigr-
Da \; # Ay fiir j # j' ist damit s;;s;5» = 0 fir alle ¢ = 1,...,n und j # j'. In jeder
Zeile hat S also hochstens einen Eintrag der nicht 0 ist. Da S invertierbar ist, ist in

jeder Zeile auch mindestens ein Eintrag verschieden von 0. Also ist in jeder Zeile von
S genau ein Eintrag verschieden von 0.
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Kapitel 2 Klassifikation halbeinfacher Orbiten

Da mit S € Ngr,, (x)(T) auch S™! € Ngr,, (1) (T) gibt es auch diag(p1, ..., pun) € T
mit
XS = Sdiag(p1, .-, pn)-

Hieraus ergibt sich analog zur obigen Rechnung, dass S in jeder Spalte genau einen
Eintrag hat, der verschieden von 0 ist. O

Da b eine Diagonalmatrix mit paarweise verschiedenen Diagonaleintriagen enthélt
folgt aus Lemma P.6, dass Nqr,, (k) (h) € Mon, (k). Andererseits wird b von Mon,, (k)
normalisiert. Also ist Nqr,, (k) = Mony, (k).

Somit ist nun

W = Ngv, ) (h)/ZaL, (k) = Mony (k)/ Dy (k)
= (D (k) x P,(k))/Dy(k) 2 P,(k) =S,

und die Wirkung von W auf b entspricht der Permutation der Diagonaleintrage durch
S,,. Durch die zusétzliche Identifikation

E" 20, (A1,...,An) = diag(A1, ..., Ap)
ergibt sich, dass die halbeinfachen Orbiten in gl (k) klassifiziert sind durch

k"/S, = {O C gl, (k) | O ist ein halbeinfacher Orbit},
(A1, A)] — Odiag(n,

wobei S, auf k™ durch Permutation der Eintrage wirkt.

2.2 Reduktive Lie-Algebren

In diesem Abschnitt verallgemeinern wir das Vorgehen im Falle von gl,, (k) beziiglich
der Konjugationswirkung von GL,, (k) auf beliebige reduktive Lie-Algebren g unter
Wirkung einer passenden Gruppe G. Entscheidend ist hierbei, dass wir, wie bereits
im Falle von gl,,(k), Cartan-Unteralgebren und ihr Konjugationsverhalten ausnutzen
wollen. Im Fall von gl,, (k) haben wir hierfiir genutzt, dass jeder innere Automorphis-
mus von gl, (k) durch Konjugation mit einem Element aus GL, (k) gegeben ist. Im
allgemeinen Fall wird dies die entscheidende Bedingung sein, die wir an G stellen.

In diesem Abschnitt sei g eine reduktive Lie-Algebra und G eine Gruppe, die durch
Lie-Algebra- Automorphismen auf g wirkt. Fiir X € g ist

Ox ={s-X|seG}

der Orbit von X unter G. Ein Orbit O C g heifit halbeinfach, wenn O aus halbeinfachen
Elementen besteht. Fiir X € g ist

ad¢(X) = p(ad X)¢~ ! fiir alle ¢ € Aut g.
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2.2 Reduktive Lie-Algebren

Daher ist X genau dann halbeinfach wenn Ox ein halbeinfacher Orbit ist. Es sei im
Weiteren
S(g,G) = {0 C g | O ist ein halbeinfacher G-Orbit}.

Fir das weitere Vorgehen beschrinken wir uns auf solche Gruppen und Gruppen-
wirkungen, so dass es fiir jedes 0 € Intg ein s € G gibt, das durch o auf g wirkt.
Hierfiir ergibt sich eine Vielzahl von Beispielen.

Beispiel 2.7. 1. GL, (k) wirkt durch Konjugation auf gl,, (k) und nach Korollar
ist jeder innere Automorphismus von gl,, (k) durch Konjugation mit einem Element
aus GL, (k) gegeben.

Analog ergibt sich auch die Konjugationswirkung von GL, (k) auf s, (k).
2. Es sei B € M, (k), so dass gp reduktiv ist. Dann wirkt Gp durch Konjugation auf
g, und fiir nilpotentes « € gp auch exp(z) € Gpg. Also ist nach Korollar jeder

innere Automorphismus durch Konjugaton mit einem Element aus Gp gegeben.
Hieraus ergeben sich mehrere konkrete Beispiele:

a) Fir B = 0 ergibt sich erneut die Konjugationswirkung von GL,, (k) auf gl,, (k)
b) Fir die Einheitsmatrix I € M, (k) ergibt sich die Konjugationswirkung der
orthogonalen Gruppe

On(k) = {S € GL,(k) | ST =5~ '}

auf s09,, (k).
c) Fir

Q= (—In I") € My, (k)

ergibt sich die Konjugationswirkung der symplektischen Gruppe
Spo, (k) == {S € GL, (k) | STQS = Q}

auf sp,,, (k).

3. Ist G C Autg, so wirkt G auf natiirliche Weise auf g. G erfiillt die gewiinschte
Bedingung genau dann, wenn Int g C G. Sonderfille hiervon sind Int g selbst sowie
Aut g.

Ist X € M, (k) nilpotent, so ist det exp(X) = 1. Da X nilpotent ist gibt es S € GL,,(k),

so dass SXS~! eine echte obere Dreiecksmatrix ist. Deshalb ist Y- (SXS~1)™ /m!

eine echte obere Dreiecksmatrix und somit exp(SX S~1) eine obere Dreiecksmatrix mit

Einsen auf der Diagonalen. Deshalb ist

1 = det(exp(SXS™1)) = det(Sexp(X)S™!) = det(exp(X)).

Damit ergibt sich, dass man sich in vielen der obigen Féllen auf Elemente mit Deter-
minante 1 einschrianken kann.
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Kapitel 2 Klassifikation halbeinfacher Orbiten

4. a) Statt der Konjugationswirkung von GLy, (k) auf gl(k) und sl, (k) lisst sich auf
die Konjugationswirkung von SL,, (k) auf gl, (k) und sl, (k) betrachten.

b) Ist B € M, (k) mit g reduktiv, so ist jeder innere Automorphismus von gp
bereits durch Konjugation mit einem Element aus
SGp ={S € Gp | det(S) =1}
gegeben. Inbesondere ergibt sich fiir B = I die Konjugationswirkung von

SO, (k) = {S € O, (k) | det S = 1}

auf so0, (k).

c) Ist g reduktiv, so ist fur ad-nilpotente S ereits exp(a S un
) Ist g reduktiv, so ist fiir ad-nilp X € g berei p(ad X) € SL(g) und
somit

Intg C {¢p € Autg | detp =1}.

Der erste Schritt besteht wie im Fall von gl, (k) darin, die Zentralisatoren halbein-
facher Elemente zu verstehen.

Proposition 2.8. Es sei g eine halbeinfache Lie-Algebra, X € g halbeinfach und b C g
eine CSA die X enthdlt. Es seien ® := ®(g,b) die entsprechenden Wurzeln und

Oy ={aec®|aX)=0}

Dann ist

QX:[)EB @ga

aEdx

und g~ ist reduktiv.

Beweis. Es sei

g:b@@ga (3)

acd

die Wurzelraumzerlegung von g beziiglich h. Fiir Y € g mit ¥ = Yy + > 4 Ya
beziiglich (E) ist

(X, Y] =) a(X)Y,.

acd

Wegen der Direktheit der Zerlegung (E) folgt, dass genau dann Y € g% wenn a(X)Y,, =

0 fir alle o« € ®. Also ist
gX = h @ @ Ja- (4)
acdx

Fiir Z(g*X) ergibt sich, dass

Z(g%) = ﬂ ker o (5)

aedx
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2.2 Reduktive Lie-Algebren

Es ist ndmlich
Z(g%) = Zgx (67%) € Zg(h) = b
und fir Y € b ist

V.6%] = P aY)ga,

aedx

also [Y, %] = 0 genau dann wenn o(Y") = 0 fiir alle a € ®x.

Fiir die Reduktivitit von g¥ gilt es zu zeigen, dass Z(g*) = rad g*. Da Z(g¥) C
rad g~ geniigt es zu zeigen, dass rad g% C Z(g*). Entscheidend hierfiir ist die folgende
Beobachtung:

Behauptung 1. Es gibt kein o € ®x mit g, C rad g¥.

Beweis. Angenommen es gebe a € & x mit g, C rad gX. Daa € &x istauch —a € &
und somit g_, C g*. Damit ist auch khy = [ga, 9—a] C rad g* und g_o = [ha,g-a)
rad g¥, da rad g% ein Ideal ist. Es ist also

So = ga ® kho ®g_o Cradg”.
Dies steht im Widerspruch dazu, dass S, 2 sly(k) nicht auflésbar ist. 0

Als erste Annéherung ergibt sich, dass rad g% C h. Andernfalls gebe es Y € rad g¥
mit Y = Yy + Yo ca,, Yo beziiglich (i) und

U={aedx |Y,#0}#£0.
Da rad g¥ ein Ideal ist, ist fiir alle h € h und ¢ > 1 auch

ad(h)!(Y) =Y a(h)'Ya € radg™.
acv

Behauptung 2. Es gibt A € h mit a(h) # 0 fur alle a € & und «a(h) # B(h) fir alle
a, B € P mit a # S.

Beweis. Wegen des natiirlichen Isomorphismus fh & h** geniigt es ein Element ¢ € h**
zu konstruieren, so dass p(a) # 0 fiir alle @« € ® und ¢(a) # () fir o, 5 € ¢ mit
a # S.

Da b* = span, ® gibt es eine k-Basis ay,...,a, € ® von bh*. k ist algebraisch
abgeschlossen und somit unendlichdimensional tiber Q. Also gibt es z1,...,2, € k,
die linear unabhéngig tiber Q sind. Es sei ¢: h* — k die k-lineare Abbildung mit
¢(a;) = z; fiiralle i = 1,...,n. Per Konstruktion ist ¢ auf spang(ay, ..., an) injektiv.
Da 0 ¢ ® und ¢ C spang(ai,...,a,) erfiillt ¢ die gewiinschten Bedingungen. O

Es sei h € h wie in Behauptung E und ¥ = {a,...,a,} mit a; # «; fiir i # j. Fur
{=1,...,n sei

Zy=ad(h) (V) =) _ a(h)Y, € radg”.
acV¥
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Kapitel 2 Klassifikation halbeinfacher Orbiten

Da die Wurzelrdume g, fiir o € ® eindimensional sind, ist (Y,,,...,Y,, ) eine Basis
von @, cy 9o Damit ist auch (Z1,...,7,) eine Basis von P, cy ga, da

al(h) a1(h)2 s al(h)"
det : : :

1 an.(h) an(h.)"_1
—ar () an(®) [[ (as(h) — au(h)) £ 0.

Da Zi,...,Z, € radg” ist damit @, .y ga C radg®, also g, C radg™ fiir alle
a € W. Da ¥ # () gibt deshalb a € ¥ mit g, C rad g*. Dies steht im Widerspruch zu
Behauptung [Il. Also ist rad g% C b.

Ist Y € radg® C hmit Y ¢ Z(g¥), so gibt es nach (E) ein o € ¢x mit (Y) # 0.
Da rad g¥ ein Ideal ist, ist damit

ga = [V, ga] C rad g™,
im Widerspruch zu Behauptung m Insgesamt zeigt dies, dass rad gX C Z(g¥). O

Korollar 2.9. Es sei g eine reduktive Lie-Algebra und X € g halbeinfach. Dann ist
g~ reduktiv.

Beweis. Es sei s := [g,g] und X = X; + X beztiglich g = Z(g) ®s. Nach Lemma
ist X5 ein halbeinfaches Element der halbeinfachen Lie-Algebra s. Damit ist 552 nach
Proposition reduktiv und somit auch

ot =Z()" &5 =Z(g) &5,
da Z(g) abelsch ist. O

Wie bereits im Fall von gl,, (k) wollen wir uns zur Klassifikation der halbeinfachen
Orbiten auf eine CSA von g einschrinken kénnen. Die Rechtfertigung hierfiir liefern
uns die folgenden Aussagen.

Lemma 2.10. FEs seien hy,ha C g zwei CSA. Dann gibt es s € G mit s- b1 = ba.

Beweis. Nach Korollar gibt es o € Int g mit o(h;) = ho und nach Annahme gibt
es s € G, das durch o wirkt, fiir das also s h; = ho. O

Korollar 2.11. Fs sei h C g eine CSA und O € S(g,G). Dann gibt es X € b mit
Ox =0.

Beweis. Es sei X’ € O. Dann ist X’ halbeinfach und in einer CSA §’ C g enthalten.
Nach Lemma gibt es s € G mit s- b’ = h. Damit ist s- X’ € h mit O = Ox, =
Og.x7. O
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Die Klassifikation halbeinfacher Orbiten in g ergibt sich nun als direkte Verallge-
meinerung von Theorem R.5.

Theorem 2.12. Es sei h C g eine CSA und
W(b,G) == Na(h)/Za(h).

Dann ist die Abbildung
O:h/W — S(g,G)[X] — Ox

wohldefiniert und bijektiv.

Beweis. Es gentigt die Aussage fiir Ng(h) statt fiir W zu zeigen.

Da b aus halbeinfachen Elementen besteht und O, x = Ox fiir alle X € g und
s € G ist ® wohldefiniert. Nach Korollar ist ® surjektiv.

Es seien X1, Xo € h mit Ox, = Ox,. Fiir die Injektivitdt von ® gilt es zu zeigen,
dass X; und X» unter G konjugiert sind. Da X; € Ox, = Ox, gibt es s € G mit
s+ Xo=X;.hund s- b sind zwei CSA von g, die X; enthalten. Da CSA abelsch sind
ist bereits b, s - b C g*1, wobei g** nach Proposition reduktiv ist. Nach Korollar

1.4§ sind b und s - h zwei CSA von gX*
Nach Korollar gibt es o € Int g** mit o(s-h) = h. Fiir nilpotentes Y € g~ ist
(adgx; Y)(X1) = 0 und somit

expladgx, Y)(X1) = 3 (adgx, Y)"

n=0

oy (X1) = Xu.

Da Int g** von Elementen der Form exp(adgx1 Y) fiir nilpotente Y € g% erzeugt wird,
wird X von jedem inneren Automorphismus von Int g*X* stabilisiert. Insbesondere ist
O'(Xl) = X1 .

Nach Lemma lasst sich o zu einem inneren Automorphismus 7 € Int g fortset-
zen. Nach Annahme gibt es t € GG, das durch 7 auf g wirkt. Zum einen ist

t'S'XQZt'Xl:T(Xl)ZO'(Xl):Xl,

und zum anderen ist
t-s-h=71(s-h)=o0(s-h) =,
also t-s € Ng(h). Somit sind X5 und X; durch ein Element aus N¢(h) konjugiert. O
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Kapitel 3

Halbeinfache Orbiten in so,(k) und

Als direkte Anwendung der in Kapitel E entwickelten Theorie bestimmen wir in diesem
Kapitel die halbeinfachen Orbiten in der Lie-Algebra so,, (k) unter der Konjugations-
wirkung von O, (k) und SO, (k), sowie die halbeinfachen Orbiten in der sp,,, (k) unter
der Konjugationswirkung von Sp,,, (k).

3.1 Gemeinsames Vorgehen

Statt so, (k) unter O, (k) und SO, (k), sowie sp,,, (k) unter Sp,, (k) betrachten wir
gewisse isomorphe Lie-Algebren unter isomorphen Gruppen. Wir geben die entspre-
chenden Isomorphismen explizit an und zeigen, dass sie Bijektonen zwischen den halb-
einfachen Orbiten induzieren.

3.1.1 Halbeinfache Orbiten unter vertraglichen Isomorphismen

Definition 3.1. Es seien G; und G5 Gruppen, X; eine G;-Menge und X5 eine Ga-
Menge. Eine Abbildung F': X; — X5 und ein Gruppenhomomorphismus f: X; — X,
heiflen vertrdglich, falls

flg) - F(z)=F(g-z) firallege Gy und z € X;.

Lemma 3.2. Firi=1,2 sei G; eine Gruppe, die durch Lie-Algebra-Automorphismen
auf einer reduktiven Lie-Algebra g; wirkt. Es sei ®: g1 — go ein Isomorphismus von
Lie-Algebren und ¢: G1 — G ein vertriglicher Isomorphismus von Gruppen. Dann
induziert ® eine Bijektion

S(g1,G1) — S(g2,G2), Ox = Og(x).
Beweis. Da ® und ¢ vertréglich sind, induziert ® eine Bijektion von Orbiten
{Gl - X | X Ggl} — {G2 - X | X 692},0)( — O@(X).

X € g; ist genau dann halbeinfach, wenn ®(X) halbeinfach ist, da ® ein Isomor-
phismus von Lie-Algebren ist. Da ein Orbit genau dann halbeinfach ist, wenn er aus
halbeinfachen Elementen besteht, schréankt sich die obige Bijektion von Orbiten auf
eine Bijektion von halbeinfachen Orbiten ein. O
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